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que n u e s t r o s a lumnos pueden o b t e n e r de un l i b r o de t e x t o , pues s i s ó l o 
nos concre tamos a r e p e t i r l o que ya v i e n e en un l i b r o , f á c i l .mente 
podremos s e r s u b s t i t u i d o s por é s t e . En pocas p a l a b r a s debemos de 
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que n u e s t r o s a lumnos l o g r e n a l c a n z a r l a e x c e l e n c i a en s u s o b j e t i v o s de 
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a ñ o s , e s una modesta a p o r t a c i ó n p e r s o n a l que d e s e o r e a l i z a r p a r a 
r e g r e s a r aunque s e a un poco de l o mucho que yo he r e c i b i d o de l a 
E s c u e l a de I n g e n i e r í a Mecán ica y E l é c t r i c a , e s p e c i a l m e n t e de mis 
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j u s t i f i c a más que p l enamente l a s h o r a s de t r a b a j o que s i g n i f i c ó p a r a 
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OBJETIVO 
La e l a b o r a c i ó n de c u a l q u i e r T é s i s , ya s e a a n i v e l de L i c e n c i a t u r a , 
M a e s t r í a o D o c t o r a d o , e s un t r a b a j o muy a r d u o , que consume muchas 
horas de e s t u d i o y p r e p a r a c i ó n d u r a n t e meses . 
Cuando l a T é s i s d e s a r r o l l a d a t r a t a s o b r e un tema muy e s p e c i a l i z a d o 
o s ob r e a l g u n a i n v e s t i g a c i ó n o p r o c e s o poco c o n o c i d o , g e n e r a l m e n t e 
é s t a T é s i s t e rm ina a r c h i v a d a en a l g ú n anaque l de b i b l i o t e c a , s i n 
ninguna a p l i c a c i ó n r e a l a t a n t o e s f u e r z o d e s a r r o l l a d o en v ano . 
El p r i n c i p a l o b j e t i v o de d e s a r r o l l a r é s t a T é s i s , e s que no s e 
p i e r d a como uno más de l o s vo lúmenes en l a b i b l i o t e c a de l a e s c u e l a , 
s i n o que l o s a lumnos l a ap rovechen como un v e r d a d e r o apoyo académico 
que l e s ayude a a c l a r a r s u s dudas s o b r e l a m a t e r i a . 
E s t e t r a b a j o e s un resumen de v a r i o s años de p r á c t i c a d o c e n t e p a r a 
poder o f r e c e r a l a lumno un m a t e r i a l adecuado y a s i l o g r a r una c á t e d r a 
aména e i n t e r e s a n t e , que s e a ú t i l p a r a una i n t r o d u c c i ó n e f e c t i v a a l 
d i s e ñ o de l o s S i s t e m a s de C o n t r o l . 
S iempre h a b i a s i d o un a n h e l o p e r s o n a l e l poder e s c r i b i r un resumen 
b ien o r g a n i z a d o d e l m a t e r i a l de e s t u d i o de l a s m a t e r i a s que he 
i m p a r t i d o d u r a n t e v a r i o s años en l a EIME, pe ro por una u o t r a r azón no 
s e hab i a c o n c r e t a d o é s t e p r o y e c t o . 
Ahora que i n i c i o é s t e t r a b a j o de e s c r i b i r mis n o t a s r e c o p i l a d a s 
a t r a v é s de v a r i o s años de p r á c t i c a d o c e n t e , c o n s i d e r o que s e l o g r a r á n 
s imu l táneamente v a r i o s o b j e t i v o s , t o d o s muy i m p o r t a n t e s . Po r un l a d o 
l a c r e a c i ó n de un m a t e r i a l de e s t u d i o p r o p i o , l o c u a l l e d a r á una 
mayor p r e s e n c i a y n i v e l académico a n u e s t r a i n s t i t u c i ó n . P o r o t r o l a d o 
l o s a lumnos t endrán a l a mano l a p o s i b i l i d a d de o b t e n e r en un s o l o 
volumen todo e l m a t e r i a l que t e n d r í a n que c o n s u l t a r en v a r i o s l i b r o s , 
con e l c o n s i g u i e n t e a h o r r o en c o s t o y f i n a l m e n t e l a o b t e n c i ó n de mi 
g r a d o de M a e s t r o en C i e n c i a s , l o c u a l c u l m i n a r á una e t a p a más de mi 
v i d a , de v a r i o s años de e s t u d i o y t r a b a j o s r e a l i z a d o s . 
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SINTESIS 
Cuando uno e s t u d i a un tema como l a T e o r í a d e l C o n t r o l o c u a l q u i e r 
o t r a m a t e r i a , g e n e r a l m e n t e s e p i e n s a que a l e x i s t i r muchos l i b r o s que 
hab lan s o b r e e l tema, c u a l q u i e r pe r sona con l o s a n t e c e d e n t e s 
n e c e s a r i o s , d e b e e n t e n d e r l o que e l a u t o r d e l l i b r o e x p r e s a en su 
o b r a . La r e a l i d a d s i n embargo e s , que no s i e m p r e e l a u t o r l o g r a 
e x p l i c a r s e de t a l forma que l o s e s t u d i a n t e s e n t i e n d a n p e r f e c t a m e n t e . 
El hecho de que no s e cumpla e l o b j e t i v o d e l a p r e n d i z a j e s e puede 
debe r a v a r i a s r a z o n e s , por e j e m p l o a una e x p l i c a c i ó n c o n f u s a , 
e x p l i c a c i ó n i n c o m p l e t a , f á l t a de comunicac ión d i r e c t a con e l a u t o r y 
en e l c a s o de t r a d u c c i ó n e s , que s e p r e s e n t a muy a menudo, e r r o r e s en 
l a t r a d u c c i ó n o f a l t a de c o n o c i m i e n t o de l a r e a l i d a d que s e v i v e en un 
p a i s completamente d i f e r e n t e a l d e l a u t o r . 
Po r todo l o a n t e r i o r , l a p r e s e n t e T é s i s , en s í n t e s i s e s un i n t e n t o 
por adecuá r l o s p r i n c i p i o s f u n d a m e n t a l e s de l a T e r í a d e l C o n t r o l a l a 
r e a l i d a d d i a r i a que v i v i m o s con n u e s t r o s e s t u d i a n t e s y é s t o s o l o s e 
puede hace r cuando s e conoce e l e n t o r n o de l a s o c i e d a d en l a que nos 
desenvo lvemos . E s t a e s l a razón por l a c u á l a p e s a r d e l d e s a r r o l l o de 
l o s más modernos métodos de e n s e ñ a n z a — a p r e n d i z a j e , e l maes t ro de 
c a l i d a d ha s i d o , e s y s e r á un p e r s o n a j e i n s u s t i t u i b l e e i n d i s p e n s a b l e 
en t o d a s l a s i n s t i t u c i o n e s de enseñanza de c u a l q u i e r n i v e l . 
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1.9 
CAPITULO 1 
INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DE CONTROL 
1 -1 .— I n t r o d u c c i ó n . 
La T e o r í a d e l C o n t r o l como c i e n c i a e s r e l a t i v a m e n t e muy j o v e n ya 
que a l a f e c h a t i e n e menos de c i e n años de d e s a r r o l l o , en comparac ión 
con o t r a s c i e n c i a s como l a s m a t e m á t i c a s , l a f í s i c a y l a med i c ina que 
t i enen una a n t i g ü e d a d de más de mi l a ñ o s . 
Los s i s t e m a s de c o n t r o l s e empezaron a d e s a r r o l l a r a p a r t i r de 
p r i n c i p i o s de é s t e s i g l o , con e l f i n de l i b e r a r a l hombre de t a r e a s 
manuales de t i p o r e p e t i t i v o que e r an muy t e d i o s a s . 
En un p r i n c i p i o l o s p r i m e r o s s i s t e m a s de c o n t r o l f u e r o n muy 
s e n c i l l o s , p e ro con fo rme s e f u é i n v e s t i g a n d o más, s e e n c o n t r a r o n o t r a s 
a p l i c a c i o n e s más c o m p l e j a s . 
En l a a c t u a l i d a d e s común e l u so de s i s t e m a s de c o n t r o l p a r a 
c o n t r o l a r au tomát i camente muchos p a r á m e t r o s , por e j e m p l o l a p r e s i ó n , 
l a t e m p e r a t u r a , l a v i s c o s i d a d , l a humedad, e l v o l t a j e , l a v e l o c i d a d , 
l a f r e c u e n c i a y muchos más. 
Como una c o n s e c u e n c i a l ó g i c a , a l m e j o r a r e l c o n t r o l de l o s 
p r o c e s o s i n d u s t r i a l e s , s e l o g r ó aumentar l a c a l i d a d de l o s p r o d u c t o s y 
e l a b a r a t a m i e n t o de l o s mismos, a l poder aumentar e l volumen de l a 
p r o d u c c i ó n . Muchos p r o d u c t o s hoy son más b a r a t o s y de m e j o r c a l i d a d 
que a n t e s , por e j e m p l o l a s c a l c u l a d o r a s , l o s t e l e v i s o r e s , l a s computa -
d o r a s e t c , l o c u a l ha s i d o un g ran i n c e n t i v o pa r a c o n t i n u a r l a i n v e s — 
t i g a c i ó n con más i n t e n s i d a d en e l campo de l o s s i s t e m a s de c o n t r o l . 
A l g u n a s p e r s o n a s p i e n s a n que e l d e s a r r o l l o de l o s s i s t e m a s de 
c o n t r o l ha s i d o e l c u l p a b l e de que muchos emp leados e s t é n p e r d i e n d o 
sus t r a b a j o s a l s e r s u b s t i t u i d o s po r una máquina a u t o m á t i c a o un r o b o t 
que puede p i n t a r , s o l d a r , c o l o c a r t o r n i l l o s , e t c . y en r e a l i d a d é s t o 
e s un hecho que ha c o n t r i b u i d o a l desemp leo m a s i v o , pues l a i n d u s t r i a 
moderna cada vez r e q u i e r e menos p e r s o n a l . E l l a d o p o s i t i v o de t odo 
é s t o e s que e l hombre t e n d r á que d e d i c a r s e a t a r e a s más e l e v a d a s como 
e l r a z o n a m i e n t o , d e j a n d o l a s t a r e a s r e p e t i t i v a s p a r a l a s máqu inas . 
De a c u e r d a con t odo l o a n t e r i o r , a f u t u r o l a t e n d e n c i a a l uso de 
S i s t e m a s de C o n t r o l s e r á c a d a vez mayor , t a n t o en c a n t i d a d como en 
c o m p l e j i d a d , por l o que s e r e q u i e r e que l o s i n g e n i e r o s tengan muy 
buenos fundamentos de l o que e s l a t e o r í a d e l c o n t r o l . 
I - 2 . - BREVE RESECA HISTÓRICA DEL DESARROLLO DE LA TEORÍA DEL CONTROL. 
Se c o n s i d e r a que e l p r imer s i s t e m a de c o n t r o l a u t o m á t i c o que s e 
c o n s t r u y ó f u é e l R e g u l a d o r C e n t r i f u g o de James W a t t , p a r a e l c o n t r o l 
de l a v e l o c i d a d de su maquina de v a p o r , c o n s t r u i d a en e l s i g l o X V I I I . 
S in embargo h a s t a l a f e c h a no s e ha e n c o n t r a d o n ingún 
p r o c e d i m i e n t o matemát ico o d i s e ñ o de i n g e n i e r í a , que haya s e r v i d a de 
b a s e a James Watt p a r a c o n s t r u i r su r e g u l a d o r , por l o que s e supone 
que l a fo rma en l a que s e c o n s t r u y ó e s t e r e g u l a d o r f u é t o t a l m e n t e 
e m p í r i c a , s i n n ingún p r o y e c t o de i n g e n i e r í a . A p e s a r de e l l o , e s t e 
r e g u l a d o r e s tan bueno que hoy, d e s p u e s de 200 años de habe r s i d o 
c r e a d o s e s i g u e u t i 1 i z a n d o en e l c o n t r o l de l a v e l o c i d a d de t u r b i n a s 
h i d r á u l i c a s p a r a l a g e n e r a c i ó n de e n e r g í a e l é c t r i c a . 
Lo s p i o n e r o s d e l d e s a r r o l l o de l a t e o r í a d e l c o n t r o l como una 
c i e n c i a son t r e s c i e n t í f i c o s , M ino r sky , Hazen y N y q u i s t , que a 
p r i n c i p i o s de e s t e s i g l o h i c i e r o n a p o r t a c i o n e s muy v a l i o s a s p a r a e l 
e s t u d i o de l o s s i s t e m a s d e c o n t r o l . Minorsky en 1922, b a s a n d o s e en 
e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s demost ró como s e p o d í a d e t e r m i n a r l a 
e s t a b i l i d a d de c o n t r o l e s a u t o m á t i c o s p a r a d i r e c c i o n a m i e n t o de b a r c o s 
de g r a n tamaño. N y q u i s t en 1934 d i ó a conoce r un p r o c e d i m i e n t o pa ra 
d e t e r m i n a r l a e s t a b i l i d a d de s i s t e m a s de c o n t r o l de l a z o c e r r a d o . 
Hazen en 1934 i n t r o d u c e por p r i m e r a vez e l t é rmino servomecanismo en 
l o s s i s t e m a s de c o n t r o l . 
En 1940 s e empezaron a d e s a r r o l l a r l o s métodos de r e s p u e s t a a l a 
f r e c u e n c i a y unos años más t a r d e , l o s p a i s e s que e n t r a r o n en a c c i ó n a 
l a I I G u e r r a M u n d i a l , d e s t i n a r o n muchos r e c u r s o s a l a i n v e s t i g a c i ó n de 
l o s s i s t e m a s de c o n t r o l , l o que d i ó l u g a r a l a c r e a c i ó n de armas cada 
vez más mort í f e r a s y más s o f i s t i c a d a s . Terminada l a g u e r r a , l o s 
d e s c u b r i m i e n t o s de l a t e o r í a d e l c o n t r o l s e f u e r o n a p l i c a n d o poco a 
poco con f i n e s p a c i f i c o s . 
En 1950 Evans d e s a r r o l l a y da a conoce r su famoso método de 
a n a l i s i s y d i s e ñ o de s i s t e m a s de c o n t r o l l l amado "Método d e l L u g a r de 
l a s R a i c e s " . E s t e método j u n t o con l o s métodos de r e s p u e s t a a l a 
f r e c u e n c i a c o n s t i t u y e n l a p a r t e más i m p o r t a n t e de l a t e o r í a c l a s i c a 
de l c o n t r o l . 
En v i r t u d de que l o s s i s t e m a s de c o n t r o l s e f u e r o n comp l i c ando 
cada vez más, con m ú l t i p l e s e n t r a d a s y s a l i d a s , l a t e o r í a d e l c o n t r o l 
c l a s i c a ha t e n i d o que s e r s u b s t i t u i d a por l a t e o r í a de c o n t r o l moderna 
ba sada en e l domin io d e l t iempo con a p l i c a c i ó n de v a r i a b l e s de e s t a d o . 
Ac tua lmente l a t e o r í a de c o n t r o l moderna u t i l i z a c a d a vez más l a s 
computadoras como p a r t e i n t e g r a l d e l s i s t e m a de c o n t r o l , y l o más 
r e c i e n t e en e l d e s a r r o l l o d e l c o n t r o l , son l o s s i s t e m a s de c o n t r o l 
óp t imo , con a d a p t a c i ó n y a p r e n d i z a j e . E s t o e s , s i s t e m a s que t r a b a j a n 
en c o n d i c i o n e s ó p t i m a s , con a d a p t a c i ó n a d i f e r e n t e s c o n d i c i o n e s de 
t r a b a j o y con p o s i b i l i d a d e s de a p r e n d e r , en una p a l a b r a s i s t e m a s con 
i n t e l i g e n c i a muy s e m e j a n t e a l a d e l hombre. 
I - 3 . - TERMINOLOGIA ESPECIAL PARA SISTEMAS DE CONTROL. 
A n t e s de i n i c i a r e l e s t u d i o de l o s s i s t e m a s de c o n t r o l , e s 
n e c e s a r i o d e f i n i r a l g u n o s t é rm inos que son ampl i amente u s a d o s e n e s t a 
m a t e r i a . A l g u n o s de é s t o s t é rm inos son c o n c e p t o s u t i l i z a d o s en o t r a s 
á r e a s de e s t u d i o , por l o que s e hace l a a c l a r a c i ó n de que l a s 
d e f i n i c i o n e s s e r á n d a d a s de sde e l punto de v i s t a de l a t e o r í a d e l 
c o n t r o l . E s muy i m p o r t a n t e d e f i n i r e s t o s c o n c e p t o s p a r a e v i t a r a l g u n a 
c o n f u s i ó n y que t o d o s podamos h a b l a r e l mismo id i oma o t e r m i n o l o g í a 
d e l c o n t r o l . 
PLANTA-"" Desde e l punto de v i s t a d e l c o n t r o l , p l a n t a e s c u a l q u i e r 
o b j e t o f í s i c o que s e ha de c o n t r o l a r , por e j e m p l o un motor , un ho rno , 
una c a l d e r a , e t c . 
PROCESO - -Es un d e s a r r o l l o n a t u r a l o a r t i f i c i a l , p r o g r e s i v a m e n t e 
c o n t i n u o , que s e c a r a c t e r i z a por una s e r i e de camb ios g r a d u a l e s que 
t i e n d e n de una fo rma u o t r a h a c i a un de t e rm inado r e s u l t a d o f i n a l . Los 
p r o c e s o s pueden s e r mecán i co s , e l é c t r i e o s , q u í m i c o s , e t c . 
SISTEMA•"Es una combinac ión de v a r i o s componentes que a c túan en forma 
c o n j u n t a p a r a l o g r a r un de t e rm inado o b j e t i v o . E l c o n c e p t o de s i s t e m a 
s e puede d e c i r que e s más a m p l i o que e l de p r o c e s o ya que s e puede 
a p l i c a r no s o l o a fenómenos f i s i c o s , s i n o a fenómenos a b s t r a c t o s como 
l a economía . 
P E R T U R B A C I O N * — E s una s e ñ a l i n d e s e a b l e que t i e n d e a a f e c t a r 
adve r samente e l v a l o r de l a s a l i d a de un s i s t e m a . La p e r t u r b a c i ó n 
puede s e r i n t e r n a s i s e g e n e r a d e n t r o d e l s i s t e m a o e x t e r n a s i s e 
g e n e r a f u e r a d e l mismo. Un e j e m p l o de p e r t u r b a c i ó n l o tenemos en un 
r a y o o d e s c a r g a a t m o s f é r i c a que s e i nduce como una p e r t u b a c i ó n en una 
red e l é c t r i c a de d i s t r i b u c i ó n . El r a yo e s por s u p u e s t o una 
p e r t u r b a c i ó n e x t e r n a ya que l a red e l é c t r i c a no g e n e r a n i t i e n e nada 
que v e r con l a p r o d u c c i ó n de l o s r a y o s . En é s t e c a s o una p e r t u r b a c i ó n 
i n t e r n a en l a r ed e l é c t r i c a s e r í a c u a l q u i e r f a l l a en a l g ú n componente 
de l a misma, po r e j e m p l o en un t r a n s f o r m a d o r , una c u c h i 1 l a , un 
a i s l a n t e , e t c . 
RETROALIMENTACION • ~ En s i s t e m a s de con t r o 1 e s un t é rmino u sado muy a 
menudo y s i g n i f i c a r e g r e s a r p a r t e de una s e ñ a l de s a l i d a h a s t a l a 
e n t r a d a con e l p r o p o s i t o de comparar ambas s e ñ a l e s . 
SISTEMA DE CONTROL RETROALIMENTADO-- ES un s i s t e m a que t r a t a de 
mantener una r e l a c i ó n p r e e s t a b l e c i d a e n t r e l a s a l i d a y l a e n t r a d a , 
comparando ambas s e ñ a l e s y u t i l i z a n d o l a d i f e r e n c i a p a r a e s t a b l e c e r e l 
c o n t r o l . 
P a r a a c l a r a r e s t e c o n c e p t o veamos e l s i g u i e n t e e j e m p l o , s i 
queremos o b t e n e r una c i e r t a v e l o c i d a d como s e ñ a l de s a l i d a de un 
motor , hay que a p l i c a r l e una s e ñ a l de e n t r a d a que s e r i a un v o l t a j e . 
P a r a comprobar que l a s a l i d a e f e c t i v a m e n t e s e a l c a n z ó , e s n e c e s a r i o 
r e t r o a l i m e n t a r o r e g r e s a r p a r t e de l a se f í a l de s a l i d a a l a en t r a d a 
p a r a comparar y en b a s e a é s t a comparac ión s e e s t a b l e c e r á s i hay o no 
e r r o r en l a s a l i d a . Más a d e l a n t e hab l a remos mucho más de é s t e c o n c e p t o 
y ve remos más e j e m p l o s de a p l i c a c i ó n . P a r a t e r m i n a r d i r e m o s que e l 
c u e r p o humana q u i z á s s e a e l s i s t e m a de c o n t r o l r e t r o a l i m e n t a d o más 
c o m p l e j o que e x i s t e ya que t i e n e una g r an c a n t i d a d de s i s t e m a s 
t o t a l m e n t e a u t o m á t i c o s p a r a c o n t r o l a r l a t e m p e r a t u r a , l a p r e s i ó n de l a 
s a n g r e , l a c a n t i d a d de a z ú c a r en l a s a n g r e , p u l s o s d e l c o r a z ó n , e t c . 
Es tan i m p o r t a n t e l a r e t r o a l i m e n t a c i ó n que a l g u n o s c i e n t i f i e o s 
a s e g u r a n que l a s p e r s o n a s dementes no son más que s i s t e m a s de c o n t r o l 
que no t i e n e n r e t r o a l i m e n t a c i ó n y por l o t a n t o no s e dan c u e n t a de s u s 
a c t o s . Q u i z á s a l g ú n d í a s e pueda c o n e c t a r l a r e t r o a l i m e n t a c i ó n a é s t a s 
p e r s o n a s y v o l v e r í a n a l a n o r m a l i d a d . 
S E R V O M E C A N I S M O » " "Textua l mente s i g n i f i c a máquina c o n t r o l a d a . También s e 
puede d e f i n i r como un s i s t e m a de c o n t r o l r e t r o a l i m e n t a d o en e l c u a l l a 
s a l i d a puede s e r una p o s i c i ó n , v e l o c i d a d o a c e l e r a c i ó n mecán i c a . Los 
se rvomecan i smos d e s a r r o l l a n un pape l muy i m p o r t a n t e en l a i n d u s t r i a 
moderna, por e j e m p l o en e l f u n c i o n a m i e n t o t o t a l m e n t e a u t o m á t i c o de 
máquinas h e r r a m i e n t a de c o n t r o l numér i co . 
SISTEMA DE REGULACIÓN AUTOMÁTICA • -ES un s i s tema de c o n t r o l 
r e t r o a l i m e n t a d o en e l que l a e n t r a d a y l a s a l i d a son c o n s t a n t e s o 
v a r í a n con e l t i empo y en donde l a f u n c i ó n p r i n c i p a l e s mantener l a 
s a l i d a en e l n i v e l d e s e a d o a p e s a r de l a s p e r t u r b a c i o n e s que s e 
p r e s e n t e n . 
SISTEMAS DE CONTROL DE P R O C E S O S « - T i e n e n una a p l i c a c i ó n muy e x t e n s a en 
l a i n d u s t r i a moderna y son s i s t e m a s de r e g u l a c i ó n a u t o m á t i c a e n donde 
l a s a l i d a e s una v a r i a b l e como l a t e m p e r a t u r a , l a p r e s i ó n , e l f l u j o , 
n i v e l de l í q u i d o o PH. La mayor í a de l o s s i s t e m a s de c o n t r o l de 
p r o c e s o s i n c l u y e n se rvomecan i smos pa r a l l e v a r a c abo l a s d i f e r e n t e s 
f u n c i o n e s en fo rma t o t a l m e n t e a u t o m á t i c a . 
1 - 4 . - SISTEMAS DE CONTROL DE LAZO ABIERTO Y DE LAZO CERRADO. 
Los s i s t e m a s de c o n t r o l pueden s e r de l a z o a b i e r t o o de l a z o 
c e r r a d o . Empezaremos dando l a d e f i n i c i ó n de cada una de e l l o s y 
p o s t e r i o r m e n t e s e e s t u d i a r á n l a s c a r a c t e r i s t i c a s y s e ve rán e j e m p l o s 
de ambos t i p o s de s i s t e m a s . 
S i s t e m a s de C o n t r o l de Lazo A b i e r t o . - S e puede d e f i n i r como un s i s t e m a 
de c o n t r o l que no t i e n e r e t r o a l i m e n t a c i ó n y s e r e p r e s e n t a por e l 
s i g u i e n t e d i a g r ama de b l o q u e s . 
F i g . 1 - 1 . - S i s t ema de C o n t r o l de Lazo A b i e r t o . 
En é s t o s s i s t e m a s l a s a l i d a no s e mide n i s e r e t r o a l i m e n t a pa r a 
c o m p a r a r l a con l a e n t r a d a . E l s i s t e m a c o n s t a b á s i c a m e n t e de dos p a r t e s 
una e s e l c o n t r o l , que e s l a i n t e l i g e n c i a d e l s i s t e m a y l a o t r a e s l a 
p l a n t a que e s e l o n j e t o a c o n t r o l a r . 
Es i m p o r t a n t e que l o s s i s t e m a s de l a z o a b i e r t o e s t é n muy b i en 
c a l i b r a d o s ya que e l s i s t e m a por s i s o l o no t i e n e c a p a c i d a d p a r a a u t o -
c o r r e g i r s e . 
Se recomienda u s a r é s t o s s i s t e m a s s o l o cuando no hay p e r t u r b a d o — 
nes ya que c u a l q u i e r p e r t u r b a c i ó n a f e c t a r á s e r i a m e n t e y s e r e f l e j a r á 
como un e r r o r en l a s a l i d a . 
P r á c t i c a m e n t e c u a l q u i e r s i s t e m a que f u n c i o n e en b a s e a t i empos e s 
un s i s t e m a de l a z o a b i e r t o , por e j e m p l o una l a v a d o r a de r o p a . En é s t e 
c a s o no s e mide r e a l m e n t e l a s a l i d a n i s e u t i l i z a p a r a c o n t r o l a r , ya 
que t e rminado e l t i empo un r e l o j cambia o su spende l a o p e r a c i ó n que s e 
e s t á r e a 1 i zando . 
Los f a b r i c a n t e s l e s l l aman a é s t a s , l a v a d o r a s a u t o m á t i c a s , p e r o 
de sde e l punto de v i s t a de c o n t r o l , p a r a s e r a u t o m á t i c a s d e b e r í a n 
med i r l a s e ñ a l de s a l i d a que e s l a l i m p i e z a de l a r opa y en f u n c i ó n 
d e l g r a d o de l i m p i e z a p r o l o n g a r o a c o r t a r e l c i c l o de l a v a d o h a s t a 
o b t e n e r l a l i m p i e z a d e s e a d a . Deb i do a que e s d i f i c i l medi r l a l i m p i e z a 
de l a r opa ya que no hay n i e s c a l a n i u n i d a d e s e s t a b l e c i d a s , l o que se 
hace e s que una p e r s o n a r e v i s a l a l i m p i e z a de l a r opa y depend i endo de 
su j u i c i o muy s u b j e t i v o s e toma l a d e c i s i ó n de s a c a r l a r opa o v o l v e r 
a d a r o t r o c i c l o de l a v a d o . Po r t odo l o a n t e r i o r l a s l a v a d o r a s 
l l a m a d a s a u t o m á t i c a s , a l o más que pueden a s p i r a r e s a s e r s i s t e m a s de 
c o n t r o l s e m i a u t o m á t i c o s . 
O t r o e j e m p l o de s i s t e m a s de c o n t r o l de l a z o a b i e r t o son l o s 
s e m á f o r o s p a r a c o n t r o l de t r á f i c o , cuyo a j u s t é s e hace en b a s e a 
t i empos . An te s de i n s t a l a r un s e m á f o r o en un c r u c e r o s e hace un 
e s t u d i o d e l t r á f i c o po r l a s d i f e r e n t e s c a l l e s que c o n c u r r e n . D i co 
e s t u d i o e s un c o n t e o p romedio d e l t r á f i c o d u r a n t e un t iempo que puede 
s e r un mes ap rox imadamente . En b a s e a l o s d a t o s o b t e n i d o s en e l c on t eo 
s e a j u s t a n l o s t i empos d e l v e r d e , a m a r i i l o y r o j o en cada c a s o . 
Como e s l ó g i c o p e n s a r l a s c o n d i c i o n e s d e l t r á f i c o son muy 
v a r i a b l e s , d e p e n d i e n d o d e l d í a y l a ho ra de l a semana, por l o que s e 
n e c e s i t a n a a j u s t a r c o n s t a n t e m e n t e l o s t i empos d e l s e m á f o r o a l a s 
c o n d i c i o n e s c a m b i a n t e s d e l t r á f i c o p a r a que p u d i e r a r e a l m e n t e s e r un 
s i s t e m a de c o n t r o l a u t o m á t i c o de l a z o c e r r a d o . 
Para a j u s t a r 1 os t iempos a 1 as c o n d i c i o n e s cambiantes del t r á f i co 
s e r e q u i e r e e s t a r contando constantemente l a c a n t i d a d de v e h í c u l o s y 
una computadora que e s t é tomando l a s d e c i s i o n e s para, cambiar l o s 
t iempos cada dete rminado t iempo ya p r e e s t a b l e c i d o . En l a a c t u a l i d a d 
deb i do a l a l t o c o s t o que r epr e s e n t a é s t e t i po de s i stema, su uso s o l o 
s e j u s t i f i c a en a l gunos c r u c e r o s de g randes c i u d a d e s donde el t r á f i c o 
es muy i n t e n s o . 
S i s t emas de Cont ro l de Lazo Cer rado . - Son s i s t e m a s de c o n t r o l que 
s i t i e n e n r e t r o a l i m e n t a c i ó n . La s a l i d a en é s t e c a s o s i s e mide y s e 
r e g r e s a p a r a comparar con l a e n t r a d a y de é s t a comparac ión s e toma una 
a c c i ó n de c o n t r o l . El e r r o r que es l a d i f e r e n c i a de l a s s e ñ a l e s de 
e n t r a d a y de s a l i d a es de fundamental i m p o r t a n c i a pa ra tomar una 
a c c i ó n de c o n t r o l que t i e n d a a r e d u c i r d icho, e r r o r pa r a l l e g a r 
f i n a l m e n t e a l v a l o r deseado en l a s a l i d a . 
Un s i s t e m a de c o n t r o l de l a z o c e r r a d o s e puede r e p r e s e n t a r por 
medio de l s i g u i e n t e d iag rama de b l oque s . 
F i g . 1 - 2 S i s tema de c o n t r o l de l a z o c e r r a d o 
Además de l c o n t r o l ador y l a p l a n t a que t i e n e un s i s t ema de l a z o 
a b i e r t o , e x i s t e un e lemento de medic ión en l a r e t r o a l i m e n t a c i ó n . E s t e 
e lemento de medic ión es p r e c i s amente e l que mide l a s a l i d a y l a 
r e g r e s a en p a r t e pa r a comparar con l a en t r ada . 
El e l emento de medic ión también es l l amado t r a n s d u c t o r ya que c a s i 
s i empre s e r e q u i e r e que é s t e cambie l a seña l de s a l i d a a o t r a s eña l de 
n a t u r a l e z a d i s t i n t a p a r a que sea del mismo t i p o de l a seña l de e n t r a d a 
y s e pueda r e a l i z a r l a comparac ión de l a s dos s e ñ a l e s . 
Por e j e m p l o s i l a p l a n t a es un motor y l a s a l i d a es una 
v e l o c i d a d , e l t r a n s d u c t o r o e l emento de medi c i ón t i ene que s e r un 
generador tacometro que c o n v i e r t a l a v e l o c i d a d Cseña l de s a l i d a } , a una 
s eña l de v o l t a j e p r o p o r c i o n a l que es e l t i p o de s e ñ a l de en t r ada . 
En l a p r á c t i c a hay muchos t r a n s d u c t o r e s que c o n v i e r t e n v e l o c i d a d a 
v o l t a j e , t empera tura a v o l t a j e . p r e s i ó n a v o l t a j e , p o s i c i ó n mecánica 
a v o l t a j e e t c , ya que l a seña l de e n t r a d a a l o s c o n t r o l ado r e s 
g ene ra lmente es un v o l t a j e . 
Con e l p r o p o s i t o de i l u s t r a r un poco más e l concepto d«? í i s t e n u - : 
de c o n t r o l de l a z o c e r r a d o , veremos e l s i s t ema t é rm ico que s e i l u s t r a 
en l a f i g u r a 1 - 3 . En e l s i stema i l u s t r a d o e l o b j e t i vo es c a l e n t a r agua 
h a s t a de te rminada t empera tu ra y pa r a e l l o s e t i e n e un d e p ó s i t o de agua 
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F i g 1 - 3 Cont ro l de r e t r o a l i m e n t a c i ó n manual de un s i s t e m a t é r m i c o 
con un i n t e r c a m b i a d o r de c a l o r que f unc i ona con vapor y un a g i t a d o r 
pa ra homogenizar l a t empera tu ra en e l tanque. Además hay una v á l v u l a 
pa ra c o n t r o l a r l a e n t r a d a de vapor y un termómetro p a r a medir l a 
t empera tura de l agua en l a s a l i d a . 
La pe r sona que s e i n d i c a en l a f i g u r a hace l a s veces de 
con t r o l ador humano y su t r a b a j o c o n s i s t e en e s t a r vi endo 
constantemente l a t empera tu ra de l termómetro, s i l a t empera tu ra de l 
agua no s e ha a l c a n z a d o , l a v á l v u l a de vapor permanecerá a b i e r t a p a r a 
s e g u i r c a l e n t a n d o e l agua. Si l a t empera tura del agua en l a s a l i d a s e 
va aproximando a l a t empera tura d e s e a d a , . e l hombre t end rá que i r 
c e r r a n d o poco a poco l a v á l v u l a pa r a no pasar de l a t empera tu ra que s e 
desea a l c a n z a r . Al u t i l i z a r s e e l agua c a l i e n t e » l a t empera tu ra en l a 
s a l i d a b a j a r á y e l hombre t e n d r á que a b r i r de nuevo l a v a l v u l a de 
vapor . Como se ve , e l t r a b a j o de l hombre es un t r a b a j o muy r e p e t i t i v o 
y t e d i o s o ya que t i e n e que e s t a r v i endo durante 
de t r a b a j o } e l termómetro y dependiendo de 
c e r r a r o mantener l a v a l v u l a de vapor . 
En l a s c o n d i c i o n e s que t r a b a j a e l s i s t e m a 
r e t r o a l i m e n t a c i ó n , pe ro é s t a s e hace por e l hombre, por 
s i s t ema no es au tomát i co s i n o de r e t r o a l i m e n t a c i ó n manual. 
Es r e l a t i v a m e n t e f á c i l s u b s t i t u i r a l hombre por un c o n t r o l a d o r 
au tomát ico como s e puede ver en l a f i g . 1 - 4 . .. „ ^ a*» 
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F i g . 1 - 4 
ttár mi co 
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automát ica de un s i stema. 
Una vez m o d i f i c a d o e l s i s t e m a con e l c o n t r o l a d o r au tomát i co , s o l o 
s e r e q u i e r e c o l o c a r l a p e r i l l a de l c o n t r o l a d o r en l a temperatura 
d e s e a d a , l o cua l s e r á l a e n t r a d a de r e f e r e n c i a pa r a e l s i s t e m a . 
El d i s p o s i t i v o medidor de l a t empera tura d e l agua ( t e r m o p a r ) 
r e t r o a l i m e n t a una s e ñ a l de v o l t a j e a l c o n t r o l a d o r depend iendo de l a 
t empera tu ra de l agua en l a s a l i d a . De l a comparac ión de é s t a s dos 
s e ñ a l e s , l a de r e t r o a l i m e n t a c i ó n y l a de r e f e r e n c i a s u r g e una s e ñ a l de 
e r r o r que s e a p l i c a a l a v á l v u l a de c o n t r o l o p e r a d a e l é c t r i c a m e n t e , 
pa ra a b r i r l a , c e r r a r l a o mantener l a en su misma p o s i c i ó n . 
Como e s 1 ó g i c o , e l s i s t e m a au tomát i co presen t a muchas ven t a j a s en 
comparac ión con e l de o p e r a c i ó n manual , e l c o n t r o l au tomát i co e s más 
e f i c i e n t e , más b a r a t a , más p r e c i s o y s o b r e todo r e l e v a a l hombre de 
r e a l i z a r é s t e t i p o de t r a b a j o s pa r a que s e d e d i q u e a l a b o r e s mucho más 
c o m p l e j a s . 
Los s i s t e m a s de c o n t r o l de l a z o c e r r a d a por s u s v e n t a j a s son muy 
u t i 1 i z a d o s t an to en l a i n d u s t r i a como en e l h o g a r , donde podemos 
mencionar a l g u n a s a p i i c a c i o n e s muy c o n o c i d a s , por e j e m p l o l o s 
r e f r i g e r a d o r e s , l o s c a l e n t a d o r e s de agua au tomát i co s ( B o i l e r s ) , l o s 
s i s t e m a s de a l i m e n t a c i ó n de agua h i d r o n e u m á t i c o s , s i s t e m a s de 
acond i c i onamien to de ambiente o c l ima a r t i f i c i a l , e t c . 
Comparación e n t r e S i s t emas de Lazo A b i e r t o y de Lazo C e r r a d o 
No s e puede d e c i r que un s i s t e m a es d e f i n i t i v a m e n t e me jo r que 
o t r o , ya que mucho depende de l a a p l i c a c i ó n . Los dos s i s t e m a s se 
a p l i c a n mucho en l a p r á c t i c a e i n c l u s o a l g u n a s v e c e s s e combinan en un 
mismo s i s t e m a de c o n t r o l e l l a z o a b i e r t o y e l l a z o c e r r a d o . 
Con e l f i n de comparar ambos s i s t e m a s a n a l i z a r e m o s l a s 
c a r a c t e r í s t i c a s de uno y o t r o en e l s i g u i e n t e c u a d r o ; 
S i s t emas de Lazo Ce r r ado 
1.— Se recomienda u s a r l o s cuando e l 
s i s t e m a e s t a r á s u j e t o a p e r t u r -
b a c i o n e s i n t e r n a s o e x t e r n a s . 
2.— Tienen c apac i dad pa r a c o r r e g i r 
e r r o r e s o a u t o c o r r e g i r s e . 
3.— Se pueden u t i l i z a r componentes 
no muy e x a c t o s y por l o t a n t o 
económicos . 
4.— Es p o s i b l e que s e p r e s en t en 
p rob lemas con l a e s t a b i l i d a d 
por su t e n d e n c i a a c o r r e g i r 
l o s e r r o r e s , l o c u a l puede 
p r o v o c a r que e l s i s t e m a o s c i l e . 
5.— Su d i s e ñ a gene ra lmente e s más 
comp l i c ado . 
S i s t emas de Lazo A b i e r t o 
1.— Se recomienda u s a r l o s s o l o 
cuando no haya p e r t u r b a c i ó n . 
2.— No t i e n e n c apac i dad pa r a 
a u t o c o r r e g i r s e . 
3.— Se t i e n e n que u t i l i z a r 
componentes muy e x a c t o s y 
por l o t a n t o c a r o s . 
4 . - No hay ningún prob lema con 
l a e s t a b i l i d a d . 
5.— Su d i s e ñ o e s r e l a t i v a m e n t e 
s e n c i 1 l o . 
Además de l o s s i s t e m a s de c o n t r o l de l a z o a b i e r t o y c e r r a d o en l a 
t e o r í a d e l c o n t r o l s e manejan o t r o s conceptos de s i s t e m a s , como l o s 
s i s t e m a s de c o n t r o l d i r e c t o e i n d i r e c t o , s i s t e m a s de c o n t r o l adap tados 
y s i s t e m a s de c o n t r o l con a p r e n d i z a j e . 
S i s t emas de C o n t r o l D i r e c t o e I n d i r e c t o . — P a r a l o g r a r m e j o r e s 
r e s u l t a d o s en e l c o n t r o l e s n e c e s a r i o s i empre t r a t a r de medir y 
r e t r o a l i m e n t a r l a v a r i a b l e deseada en forma d i r e c t a , por e j e m p l o l a 
t empera tu ra , l a p r e s i ó n , l a v e l o c i d a d , e t c . S in embargo en e l c o n t r o l 
de p r o c e s o s a l g u n a s v e c e s s e desea medir y c o n t r o l a r por e j e m p l o l a 
c a l i d a d de un p r o d u c t o , l o cua l puede s e r un problema d i f í c i l ya que 
no e s f á c i l e n c o n t r a r un medidor de c a l i d a d , por l o que se deberán 
medir y c o n t r o l a r en e s t e ca so l a s v a r i a b l e s más d i r e c t a m e n t e 
r e l a c i o n a d a s a l a c a l i d a d d e l p r oduc to . 
S i s t emas de C o n t r o l A d a p t a d o s . - Cuando un s i s t e m a de c o n t r o l t i e n e 
mucho t iempo t r a b a j a n d o , e s p o s i b l e que a l g u n a s componentes s u f r a n 
d e t e r i o r o o d e s g a s t e . S i e l s i s t e m a t i e n e c a p a c i d a d pa r a a d a p t a r s e a 
l a s nuevas c o n d i c i o n e s y t r a b a j a r s a t i s f a c t o r i a m e n t e , s e d i c e que e s t e 
e s un s i s t e m a de c o n t r o l adap tado . E s t e t i p o de s i s t e m a s l ó g i c amente 
son de mucha c a l i d a d y gran c o n f i a b i l i d a d ya que f á c i l m e n t e s e adaptan 
a l a s c o n d i c i o n e s de l s i s t e m a . 
S i s t emas de C o n t r o l con A p r e n d i z a j e . - Muchos s i s t e m a s de c o n t r o l de 
l a z o a b i e r t o s e pueden c o n v e r t i r en s i s t e m a s de l a z o c e r r a d o co l ocando 
a un hombre que s i r v a de r e t r o a l i m e n t a c i ó n , s o b r e todo en c a s o s en 
donde l a v a r i a b l e de s a l i d a s e a d i f í c i l de medir con a l g ú n a p a r a t o . 
Al c o n s i d e r a r a un hombre como p a r t e de l s i s t e m a de c o n t r o l , s e 
comp l i ca e l problema de e s c r i b i r una ecuac ión que r e p r e s e n t e l a 
o p e r a c i ó n que r e a l i z a e l hombre. Uno de l o s f a c t o r e s que comp l i c a e l 
prob lema e s l a c a p a c i d a d que t i e n e e l hambre para a p r e n d e r , ya que a l 
i r a d q u i r i e n d o e x p e r i e n c i a l a pe r sona s e c o n v i e r t e en un me jo r 
e l emento de l s i s t e m a de c o n t r o l . E s t e t i p o de s i s t e m a s que t i enen 
c a p a c i d a d de ap r ende r r ec j . be e l nombre de s i s t e m a s de c o n t r o l con 
a p r e n d i z a j e . 
P a r a t e rmina r con é s t e tema d i remos que l o s s i s t e m a s de c o n t r o l s e 
pueden c l a s i f i c a r de l a s i g u i e n t e f o rma : 
a ) S i s t emas de C o n t r o l L i n e a l e s y No L i n e a l e s . 
b ) S i s t emas de C o n t r o l I n v a r i a n t e en e l Tiempo y 
V a r i a n t e en e l Tiempo. 
c ) S i s t emas de C o n t r o l de Tiempo Cont inuo y de Tiempo D i s c r e t o . 
d ) S i s t e m a s de C o n t r o l de una S a l i d a y de v a r i a s S a l i d a s . 
e ) S i s t e m a s de C o n t r o l con pa rámet ros concen t r ado s y 
con parámetros d i s t r i b u i d o s . 
f ) S i s t emas de C o n t r o l D e t e r m i n i s t i c o s y E s t o c á s t i c o s . 
a ) S i s t e m a s de C o n t r o l L i n e a l e s y No L i n e a l e s . — Son s i s t e m a s l i n e a l e s 
a q u e l l o s cuya o p e r a c i ó n se puede r e p r e s e n t a r por medio de e c u a c i o n e s 
1 i n e a l e s . Desg rae i adamente l a mayor ia de l o s s i s t e m a s d e c o n t r o l que 
se t i e n e n en l a v i d a r e a l son no l i n e a l e s . S in embargo aunque un 
s i s t e m a s ea no l i n e a l , f r ecuentemente s e puede c o n v e r t i r a l i n e a l 
cuando s e o p e r a en un c i e r t o rango l i m i t a d o . A é s t e p r oced im ien to s e 
l e l l ama 1 i n e a l i z a c i ó n de s i s t e m a s no l i n e a l e s y más a d e l a n t e s e v e r á 
un p roced im ien to matemático para e l l o . Es muy impor tante t r a t a r de 
l i n e a l i z a r un s i s t e m a ya que su e s t u d i o y a n a l i s i s e s más s e n c i l l o 
d e b i d o a que s o l o a l o s s i s t e m a s l i n e a l e s s e l e s puede a p i i c a r e l 
p r i n c i p i o de l a s u p e r p o s i c i ó n y e l de l a p r o p o r c i o n a l i d a d . 
b ) S i s t e m a s de C o n t r o l I n v a r i a n t e s en e l t iempo y V a r i a n t e s en e l 
tiempo.—Son s i s t e m a s i n v a r i a n t e s en e l t iempo a q u e l l o s cuyas 
e c u a c i o n e s matemát icas o modelo matemático no cambia con e l t iempo y 
v a r i a b l e s son a q u e l l o s cuyo modelo s i s e m o d i f i c a a l cambia r e l 
t i empo . En forma g e n e r a l s e puede d e c i r que en l o s s i s t e m a s v a r i a n t e s 
en e l t i empo, l a forma de l a ecuac ión o sus c o e f i c i e n t e s dependen de , 
o son f u n c i ó n de l t i empo, m ien t r a s que en l o s s i s t e m a s i n v a r i a n t e s , 
l a s e c u a c i o n e s son i n d e p e n d i e n t e s de l t iempo. 
c ) S i s t e m a s de C o n t r o l de Tiempo Cont inuo y de Tiempo D i s c r e t o . - Enun 
s i s t ema de c o n t r o l de t iempo c o n t i n u o , t odas l a s v a r i a b l e s son f u n c i ó n 
de un t iempo c o n t i n u o , por e j e m p l o l a medición de v o l t a j e o c o r r i e n t e 
con un mu l t ímet ro en forma a n a l ó g i c a . En l o s s i s t e m a s de c o n t r o l de 
tiempo d i s c r e t o , l a s v a r i a b l e s son c o n o c i d a s s o l o en i n s t a n t e s 
d i s c r e t o s de t i empo, por e j e m p l o c u a l q u i e r medic ión d i g i t a l o en forma 
de t r e n de p u l s o s . 
d ) S i s t emas de C o n t r o l de una e n t r a d a y d e m ú l t i p l e s en t r ada s .— Un 
s i s t ema de c o n t r o l s i m p l e t i e n e una s o l a e n t r a d a y una s o l a s a l i d a . 
Cuando un s i s t e m a de c o n t r o l e s más g r ande y c o m p l e j o , puede t e n e r 
g ran c a n t i d a d de e n t r a d a s y s a l i d a s , por e j e m p l o un s i s t e m a de c o n t r o l 
de p r o c e s o s i n d u s t r i a l e s , donde s e r e q u i e r e c o n t r o l a r t e m p e r a t u r a s , 
p r e s i o n e s , v e l o c i d a d e s , p o s i c i o n e s , e t c . 
e ) S i s t emas de C o n t r o l con parámetros c o n c e n t r a d o s y pa rámet ros 
d i s t r i b u i d o s . — L o s s i s t e m a s de c o n t r o l con pa rámet ros c o n c e n t r a d o s son 
a q u e l l o s que s e pueden r e p r e s e n t a r por medio de e c u a c i o n e s 
d i f e r e n c i a l e s o r d i n a r i a s , por e j e m p l o a l p l a n t e a r e c u a c i o n e s pa r a un 
c i r c u i t o e l é c t r i c o , en e l que se cons i de r an c o n c e n t r a d o s l o s pa ráme— 
t r o s r e s i s t i v o s , i n d u c t i v o s y c a p a c i t i v o s . 
Los s i s t e m a s de c o n t r o l con parámetros d i s t r i b u i d o s son más 
comp l i c ados y r e q u i e r e n pa r a su r e p r e s e n t a c i ó n de e c u a c i o n e s d i f e r e n — 
c i a l e s p a r c i a l e s , por e j e m p l o a l p l a n t e a r e c u a c i o n e s pa ra un c i r c u i t o 
e l é c t r i c o en e l que se c o n s i d e r a que l a r e s i s t e n c i a , l a i n d u c t a n c i a y 
l a c a p a c i t a n c i a e s t á n d i s t r i b u i d a s en todo e l c i r c u i t o . 
f ) S i s t e m a s de C o n t r o l D e t e r m i n x s t i c o s y E s t o c á s t i c o s . - En l o s 
s i s t emas de c o n t r o l D e t e r m i n í s t i c o s , s i empre l a r e s p u e s t a a una 
ent rada s e puede de t e rmina r con s e g u r i d a d , por l o que s e puede d e c i r 
que l a r e s p u e s t a es p r e d e c i b l e y además r e p e t i b l e . Pe ro cuando l a 
r e s p u e s t a a una e n t r a d a no s e puede p r e d e c i r con toda s e g u r i d a d , e l 
s i s tema de c o n t r o l s e d i c e que es Es tocá . s t i co , por l o que su r e s p u e s t a 
en é s t e c a s o s o l o es p r o b a b l e . Los s i s t emas E s t o c á s t i c o s también s e 
1es 11ama p r o b a b i 1 í s t i e o s . 
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EJEMPLOS DE SISTEMAS DE CONTROL. 
Se p r e s e n t a r á n a c o n t i n u a c i ó n a l g u n o s e j e m p l o s de s i s t e m a s de 
c o n t r o l u t i l i z a d o s ampl iamente en l a i n d u s t r i a . E l o b j e t i v o de é s t a 
s e c c i ó n es que e l e s t u d i a n t e que s e i n i c i a en e l e s t u d i o de l o s 
s i s t e m a s de c o n t r o l , vea aunque s e a en fo rma muy g e n e r a l y s u p e r f i c i a l 
a l g u n a s a p l i c a c i o n e s i m p o r t a n t e s de l o s s i s t e m a s de c o n t r o l de 
v e l o c i d a d , p r e s i ó n , t e m p e r a t u r a , p o s i c i ó n , e t c . 
S i s t ema de C o n t r o l de P r e s i ó n y Tempera tu ra . - Como e s ya 
conoc i do , en l a s o l l a s de c o c i m i e n t o a p r e s i ó n , d e b i d o a l a p r e s i ó n 
i n t e r n a , l o s a l i m e n t o s r e q u i e r e n menor t i empo de c o c i m i e n t o , con e l 
c o n s i g u i e n t e a h o r r o t a n t o en t iempo como en c o m b u s t i b l e . 
E s t e mismo p r i n c i p i o e s a p l i c a d o a n i v e l i n d u s t r i a l en hornos de 
r e c a l e n t a m i e n t o y de f u n d i c i ó n , inc rementando l a p r e s i ó n i n t e r n a y 
r e d u c i e n d o e l t i empo de c a l e n t a m i e n t o y l a c a n t i d a d de c o m b u s t i b l e . S i 
a n i v e l domes t i co é s t o r e p r e s e n t a un a h o r r o a l consumir menos 
c o m b u s t i b l e , a n i v e l i n d u s t r i a l e l a h o r r o que s e l o g r a es mayor ya que 
l o s consumos de c o m b u s t i b l e son mucho mayores . 
En l a f i g u r a s e r e p r e s e n t a e l d i ag rama e s q u e m á t i c o de un horno de 
r e c a l e n t a m i e n t o en donde s e de sea c o n t r o l a r l a p r e s i ó n i n t e r n a a 
c i e r t o v a l o r . El v a l o r de l a p r e s i ó n d e s e a d a s e a j u s t a en e l c o n t r o l 
por medio de una p e r i l l a , s i e n d o é s t a l a s e ñ a l de e n t r a d a de 
r e f e r e n c i a p a r a e l s i s t e m a . 
A medida que e l ho rno s e va c a l e n t a n d o , l o s g a s e s de combus t i ón y 
e l c a l e n t a m i e n t o van aumentando l a p r e s i ó n i n t e r n a pau l a t inamente * En 
e s t a s c o n d i c i o n e s l a v á l v u l a r e g u l a d o r a permanece c e r r a d a pa r a 
i n c r ementa r l a p r e s i ó n y e l e l emento medidor de p r e s i ó n e n v i a l a s e ñ a l 
de r e t r o a l i m e n t a c i ó n a l c o n t r o l p a r a e s t a b l e c e r un e r r o r , de l a 
comparac ión de é s t a s e ñ a l y l a de r e f e r e n c i a . 
A medida que l a p r e s i ó n i n t e r n a s e va aprox imando a l a p r e s i ó n 
de s eada , e l e r r o r va t e n d i e n d o a c e r o y e l c o n t r o l d a r á una o r d e n a l 
a c c i o n a d o r p a r a a b r i r un poco l a v á l v u l a r e g u l a d o r a y e v i t a r que l a 
p r e s i ó n s o b r e p a s e e l v a l o r deseado . 
Coelroi 
F i ^ . ^ C o n t r o l de P r e s i ó n en un Horno 
E s t e c o n t r o l , por l o t a n t o s e encarga de mantener l a p r e s i ó n 
i n t e r n a de l horno a un v a l o r c o n s t a n t e o nominal de d i s e ñ o . 
De acue rdo con l a s l e y e s de l g o b i e r n o mexicano y por segur ida<! 
pa r a t odo s , e s t o s equ ipo s i n d u s t r i a l e s que t r a b a j a n a p r e s i ó n , debe rán 
con ta r con v á l v u l a s de a l i v i o a j u s t a d a s a una p r e s i ó n un poco a r r i b a 
de l a p r e s i ó n normal de d i s eño . Se e n t i e n d e que l a s v á l v u l a s de a l i v i o 
s o l o d e b e r á n t r a b a j a r en caso de f a l l a de l s i s t e m a de c o n t r o l , por l o 
que s e c o n s i d e r a e s t o como una s i t u a c i ó n de emergenc i a pa r a e v i t a r l a 
e x p l o s i ó n d e l e q u i p o y p o s i b l e s a c c i d e n t e s a l p e r s o n a l . 
A s i como s e c o n t r o l a l a p r e s i ó n , también s e puede c o n t r o l a r en 
forma s e m e j a n t e l a t empera tu ra d e l horno. A lgunos p roce so s 
i n d u s t r i a l e s r e q u i e r e n de l c a l e n t a m i e n t o g r a d u a l o s o s t e n i d o de 
m a t e r i a l e s , y e s t o s e puede l o g r a r con un c o n t r o l de t empera tu ra . 
Cuando l a t empera tu ra que s e desea ob t ene r e s cons t an te , e l 
c o n t r o l es s e m e j a n t e a l de p r e s i ó n ya a n a l i z a d o . S i n embargo cuando e l 
p r o c e s o de c a l e n t a m i e n t o debe s e g u i r c i e r t a s e c u e n c i a , e l c o n t r o l es 
más comp l i c ado ya que s e r e q u i e r e programar l o s cambios de temperatura 
de a c u e r d o con l a s e c u e n c i a deseada . 
P a r a c o n t r o l a r l a t empera tura a un v a l o r deseado , s e a j u s t a d i cha 
t empera tu ra como s e ñ a l de r e f e r e n c i a en e l c o n t r o l y con un termopar 
s e mide y s e r e t r o a l i m e n t a l a s e ñ a l de l a t empera tu ra r e a l d en t r o de l 
horno. De l a comparac ión de e s t a s dos s e ñ a l e s , s e t e n d r á una s e ñ a l de 
e r r o r que s e r á l a b a se pa ra c o n t r o l a r l a t empera tu ra , c o n t r o l a n d o en 
t a l c a s o l a c a n t i d a d de c o m b u s t i b l e que s e a l i m e n t a a l horno. 
S i s tema de C o n t r o l de V e l o c i d a d . - La f i g u r a r e p r e s e n t a e l d iagrama 
esquemát ico d e l r e g u l a d o r de v e l o c i d a d de James Watt . 
El alma d e l s i s t ema de c o n t r o l e s un mecanismo de e s f e r a s que a l 
g i r a r por a c c i ó n de l a f u e r z a c e n t r i f u g a se a l e j a n o s e a c e r can a su 
e j e de g i r o . 
La v e l o c i d a d deseada s e f i j a mediante un t o r n i l i o que e s t á 
c o l o c a d o en l a p a r t e s u p e r i o r d e l d i ag rama , l o que c o n s t i t u y e e l punto 
de a j u s t e o s e ñ a l de r e f e r e n c i a . 
El mecanismo de e s f e r a s e s t á a c o p l a d o mecánicamente a l e j e de l a 
t u r b i n a de vapor pa ra que su v e l o c i d a d sea i g u a l o p r o p o r c i o n a l a l a 
v e l o c i d a d que s e desea c o n t r o l a r . 
O 
F i g . S i s t ema de Cont ro l de V e l o c i dad 
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Cuando l a v e l o c i d a d de l a máquina s o b r e p a s a e l v a l o r deseado , l a s 
e s f e r a s s e a l e j a n de l e j e de g i r o d eb i do a l a f u e r z a c e n t r i f u g a y é s t e 
movimiento f i n a l m e n t e p rovoca un e s i r a n g u l a m i e n t o de l a v á l v u l a de 
vapor , r e d u c i e n d o s e l a v e l o c i d a d . 
Al c o n t r a r i o , cuando l a v e l o c i d a d de l a máqu inaba j a de su v a l o r 
nominal , l a s e s f e r a s s e a c e r c a n a l e j e y é s t e movimiento p rovoca l a 
a p e r t u r a de l a v á l v u l a de vapor pa r a aumentar l a v e l o c i d a d . 
A pesa r de que é s t e s i s t e m a t i e n e ya c a s i 200 aílos de haber s i d o 
i n v e n t a d o por James Watt, p a r a c o n t r o l a r su famosa máquina de vapor , 
en l a a c t u a l i d a d aun s e s i g u e u t i l i z a n d o para c o n t r o l a r l a v e l o c i d a d 
de c u a l q u i e r s i s t ema de r o t a c i ó n , por e j emp lo t u r b i n a s h i d r á u l i c a s , de 
vapor , de gas e t c . 
S i s t emas de Cont ro l Numérico. - E s t e t i p o de c o n t r o l es ampl iamente 
usado en l a i n d u s t r i a pa r a c o n t r o l a r l o s movimientos y p o s i c i o n e s de 
g r a n c a n t i d a d de máquinas i n d u s t r i a l e s . En e s t e c a s o e l s i s t e m a s e 
a p l i c a a un t o r n o cuyos movimientos pueden s e r programados para que s e 
f a b r i q u e c u a l q u i e r p i e z a . 
F i g . 1-7 C o n t r o l 
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En e l d iagrama i n d i c a d o en l a f i g u r a , l a s e ñ a l de e n t r a d a es 
un programa que s e puede e l a b o r a r en una c i n t a p e r f o r a d a , una c i n t a 
magnét ica o un d i s k e t t e . 
Dicho programa es e l a b o r a d o por un ope rado r que l e s e ñ a l a por 
medio de c l a v e s , l o s movimientos que l a máquina debe r e a l i z a r p a r a 
e l a b o r a r l a p i e z a deseada . E s t a i n f o r m a c i ó n s e l e e y s e g r a b a en una 
l e c t o r a . La l e c t o r a e l e c t r ó n i c a va p roporc ionando i n f o r m a c i ó n en forma 
de t r e n de p u l s o s a l c o n t r o l , e l cua l t i e n e dos e n t r a d a s . 
En un p r i n c i p i o cuando s e i n i c i a l a o p e r a c i ó n d e l s i s t ema , l a 
p o s i c i ó n de l a he r ramienta es c e r o , s eña l que s e r e t r o a l i m e n t a a l 
c o n t r o l , por l o que l a ún ica s e ñ a l en e l c o n t r o l es l a de l a l e c t o r a . 
La s a l i d a de l c o n t r o l s e a p l i c a a un c o n v e r t i d o r D i g i t a l - A n a l ó g i c o 
que c o n v i e r t e e l t r e n de p u l s o s en un v o l t a j e c on t inuo p r o p o r c i o n a l . 
E s t e v o l t a j e s e a p l i c a a l sumador y de ahi a un a m p l i f i c a d o r ya que en 
e l c o n t r o l s e manejan v o l t a j e s de s eña l pequeños. Una vez a m p l i f i c a d o 
e l v o l t a j e s e a p l i c a a un motor que f i n a l m e n t e mueve l a c abeza 
c o r t a n t e a l a p o s i c i ó n r e q u e r i d a . Esta p o s i c i ó n de l a c abeza es 
cons tantemente r e t r o a l i m e n t a d a atraviás de un c o n v e r t i d o r 
A n a l d g i c o - D i g i t a l p a r a comparar con l a seña l de e n t r a d a . 
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Se r e q u i e r e e l c o n v e r t i d o r Ana lc í g i co -D ig i t a l p a r a poder comparar 
l a s e ñ a l de t r e n de p u l s o s de l a en t r ada con una s e ñ a l de l a misma 
n a t u r a l e z a C p u l s o s ) en l a r e t r o a l i m e n t a c i ó n . 
Genera lmente e s t e t i p o de s i s t e m a s es de r e s p u e s t a muy r á p i d a , por 
l o que en un segundo, e l s i s t e m a puede r e t r o a l i m e n t a r s e y c o r r e g i r l a 
p o s i c i ó n de l a c abeza c o r t a n t e 60 veces o más. 
S i s t emas de C o n t r o l por Computado ra . - En l.<»s ú l t i m o s años s e ha 
ven ido d e s a r r o l l a n d o l a a p l i c a c i ó n de computadoras p a r a e l c o n t r o l de 
p roce so s i n d u s t r i a l e s . En s e g u i d a ' s e ana l i s a r á . l a a p l i c a c i ó n de una 
computadora p a r a c o n t r o l a r e l p r o c e s o en un A l t o Horno. 
Monclova C o a h u i l a e s de l a s pocas c i u d a d e s no s o l o a n i v e l 
n a c i o n a l s i n o a n i v e l mundial que cuenta con una empresa s i d e r ú r g i c a 
que t i e n e v a r i o s A l t o s HornosCen México s ó l o e x i s t e n A l t o s Hornos en 
Monclova Coah. y en L á z a r o Carderías Michoacan ) . E s t o s e q u i p o s s on de 
p r o p o r c i o n e s g i g a n t e s c a s pues t i e n e n una a l t u r a ap rox imada de 75 
metros y p r o c e s a n c a n t i d a d e s enormes de mate r i a s p r imas cont inuamente 
du r an te l a s 24 ho r a s d e l d í a y l o s 365 d í a s d e l año. P a r a d a r n o s una 
i d ea de l a s c a n t i d a d e s de m a t e r i a s pr imas que s e manejan por d í a 
c i t a r emos l a s s i g u i e n t e s c i f r a s : Un A l t o Horno moderno C por e j e m p l o 
e l A l t o Horno No 5 de l a S i d . No 25 t i e n e c a p a c i d a d p a r a p r o d u c i r 
aproximadamente 4000 t o n e l a d a s d i a r i a s de a r r a b i o o a c e r o de p r ime ra 
f u s i ó n , y d e b i d o a l p r o c e s o de f u n d i c i ó n , d ebe s e r mantenido 
func ionando permanentemente. 
F i g 1 - 8 C o n t r o l d e un A l t o Horno por Computadora 
P a r a p r o d u c i r una t o n e l a d a de a r r a b i o s e n e c e s i t a a l i m e n t a r por l a 
p a r t e s u p e r i o r d e l Horno C t r a g a n t e ) aproximadamente 2 t o n e l a d a s de 
mineral de h i e r r o , 1 t o n e l a d a de coque C c a r b ó n coquizadoD y 
t one l ada de f u n d e n t e . Además s e n e c e s i t a a l i m e n t a r por l a Dona unas 
4.5 t o n e l a d a s de a i r e c a l i e n t e . E s t e a i r e es c a l e n t a d o en e s t u f a s 
e s p e c i a l e s de g r a n tamaño a n t e s d e - i n t r o d u c i r l o a l A l t o Horno. 
El c a l o r p a r a e l p r o c e s o s e o b t i e n e de l a combus t i ón dwl COI[M«J, «1-
l a c u a l s e p roduce monrfxido de c a r b o n o g a s e o s o . E s t e g a s , j u n t o con e l 
coque r e d u c e n en e l A l t o Horno e l m i n e r a l de h i e r r o , m i e n t r a s que l a 
p i e d r a c a l i z a a c t ú a como f u n d e n t e fo rmando l a e s c o r i a con t o d a s l a s 
impurezas d e l m i n e r a l . El h i e r r o f u n d i d o o a r r a b i o e s c u r r e a t r a v ^ s d e l 
c o l c h ó n de a i r e de l a s t o b e r a s y ocupa e l f o n d o d e l horno l l a m a d o 
c r i s o l , m i en t r a s que l a e s c o r i a f o rmada por l a s impureza s f l o t a en l a 
s u p e r f i c i e d e l c r i s o l . P e r i ó d i c a m e n t e s e v a c i a p r i m e r o l a e s c o r i a 
a t r a v é s de un o r i f i c i o l l a m a d o p i q u e r a de e s c o r i a , h a c i a un l u g a r 
l l amado p i l e t a s de e s c o r i a , en donde s e e n f r i a l a e s c o r i a con agua 
r o c i a d a p a r a p o s t e r i o r m e n t e t i r a r s e en camiones en a l g ú n o t r o l u g a r 
a l e j a d o de l a p l a n t a . Luego s e v a c i a e l a r r a b i o por o t r o o r i f i c i o 
l l amado p i q u e r a de a r r a b i o por medio de c a n a l e s e s p e c i a l e s h a c i a 
c a r r o s termo que conducen e l a r r a b i o a l s i g u i e n t e p r o c e s o que es e l de 
a c e r a c i ó n . 
En v i r t u d de l a c a n t i d a d t a n enorme de m a t e r i a s p r imas que s e 
p r o c e s a n con t inuamente y de que l a p r e s e n c i a de impureza s como e l 
c a rbono , manganeso, s i l i c i o , a z u f r e , f o s f o r o e t c , depende de l a 
c ompos i c i ón d e l m i n e r a l , d e l coque y de l a c a l i z a u t i l i z a d o s , es 
b a s t a n t e d i f i c i l que una s o l a p e r s o n a pueda c o n t r o l a r l a c o m p o s i c i ó n 
qu ímica d e l a r r a b i o que s e o b t i e n e en c a d a c o l a d a d e l A l t o Horno. 
Además hay una g r a n c a n t i d a d de i n f o r m a c i ó n que s e maneja en l a 
o p e r a c i ó n d e l Horno, por e j e m p l o l a s t e m p e r a t u r a s en d i f e r e n t e s puntos 
de l horno , l a p r e s i ó n i n t e r n a , l o s a n á l i s i s qu ím icos d e l a r r a b i o y l a 
e s c o r i a , a n á l i s i s q u í m i c o s d e l gas A l t o Horno, l a s c a n t i d a d e s de 
m a t e r i a l e s a l i m e n t a d o s , l a s c a n t i d a d e s de a i r e , v a p o r , o x i g e n o e t c . 
Has t a hace a l g u n o s años , l o s A l t o s Hornos e r a n o p e r a d o s por una u 
v a r i a s p e r s o n a s que de a c u e r d o con s u e x p e r i e n c i a de v a r i o s años , 
daban o r d e n e s p a r a i n d i c a r l a mejor f o rma de t r a b a j a r e l Horno y poder 
l l e g a r a o b t e n e r a r r a b i o de c i e r t a c a l i d a d . Ac tua lmente con e l c o n t r o l 
por computadora , s e i n t r o d u c e p e r i ó d i c a m e n t e a l a misma g r a n c a n t i d a d 
de i n f o r m a c i ó n que s e va o b t e n i e n d o s o b r e l a c o m p o s i c i ó n d e l a r r a b i o , 
l a e s c o r i a , l o s g a s e s y l a s t e m p e r a t u r a s y p r e s i ó n d e l horno . La 
computadora con t o d a e s t a i n f o r m a c i ó n r e a l i z a c o m p l i c a d o s c á l c u l o s 
p a r a d e t e r m i n a r l a s c a n t i d a d e s óp t imas a a l i m e n t a r y l o s a j u s t e s en 
t e m p e r a t u r a s y p r e s i ó n , p a r a l o g r a r l a c a l i d a d d e s e a d a en e l a r r a b i o . 
P a r a e s t e t i p o de p r o c e s o s en donde i n t e r v i e n e n t a n t a s v a r i a b l e s , 
t a n t o de e n t r a d a como de s a l i d a , hay n e c e s i d a d de e s t a b l e c e r modelos 
matemát icos , p a r t i e n d o p a r a e l l o de l a s e x p e r i e n c i a s de p e r s o n a s 
c o n o c e d o r a s d e l p r o c e s o y que nos s i r v a n de b a s e p a r a l a p r o g r a m a c i ó n 
de l a computadora . D e s a r r o l l a r l o s modelos matemát icos puede s e r un 
p rob l ema d i f i c i l p o r q u e no s e conocen con p r e c i s i ó n t odos l o s f a c t o r e s 
que a f e c t a n e l p r o c e s o y s u d inámica . Además t amb i én es d i f i c i l l a 
med ic ión de t o d a s l a s v a r i a b l e s r e q u e r i d a s p a r a e l c o n t r o l por 
computadora , en cuyo c a s o es n e c e s a r i o que d i c h a s v a r i a b l e s s e a n 
e s t i m a d a s a p l i c a n d o métodos e s t a d í s t i c o s . 
1 - b kt^quér i m i en t o s Gener a L »r-s d** un S i -s t «le» Con t r •»L -
P a r a q u « un s i s t e m a de c o n t r o l c u a l q u i e r a pueda s e r u t i l i z a d o h*n 
l a p r á c t i c a t i e n e que c u m p l i r b á s i c a m e n t e con t r e s r e q u e r i m i e n t o s : 
1 ) E s t a b i l i d a d A b s o l u t a 
23 E s t a b i l i d a d R e l a t i v a 
3 ) E x a c t i t u d 
E s t a b i l i d a d A b s o l u t a . - S i g n i f i c a que e l s i s t e m a t i e n e que s e r c a p a z d** 
o b t e n e r una r e s p u e s t a e s t a b l e , a p e s a r de l a s p e r t u r b a c i o n e s que s ^ 
p r e s e n t e n . En l o s s i g u i e n t e s c a p i t u l o s s e verá. como d e t e r m i n a r 
matemáticamente l a e s t a b i l i d a d o i n e s t a b i l i d a d de un s i s t e m a . 
E s t a b i l i d a d R e l a t i v a . - No b a s t a con t e n e r e s t a b i l i d a d a b s o l u t a , en un 
s i s t e m a t amb ién e s i m p o r t a n t e que l a r e s p u e s t a e s t a b l e s e o b t e n g a l o 
más r á p i d a m e n t e p o s i b l e . A l g u n a s v e c e s un s i s t e m a puede s e r e s t a b l e 
p e r o e s t á muy c e r c a de p e r d e r l a e s t a b i l i d a d , por l o que s e d ebe 
c a l c u l a r l a e s t a b i l i d a d r e l a t i v a , med iante l a a p l i c a c i ó n de c r i t e r i o s 
y métodos a p r o p i a d o s . 
E x a c t i t u d . - Es muy i m p o r t a n t e que e l s i s t e m a pueda r e d u c i r a c e r o o a l 
minimo v a l o r p o s i b l e l o s e r r o r e s . Se e s t u d i a r á n p a r a e l l o a l g u n o s 
c r i t e r i os de e r r o r . 
S i un s i s t e m a c u n p l e con e s t o s r e q u i s i t o s s e puede u t i l i z a r , de 
o t r a f o rma s i no cumple h a b r á n e c e s i d a d de m o d i f i c a r a l g o en e l 
s i s t e m a p a r a poder a p l i c a r l o en l a p r á c t i c a . 
No s i e m p r e s e puede c u m p l i r con t o d o s l o s r e q u i s i t o s en un 
s i s t e m a , por e j e m p l o l a e s t a b i l i d a d r e l a t i v a r a z o n a b l e y l a e x a c t i t u d 
en r e g i m e n permanente t i e n d e n a s e r i n c o m p a t i b l e s . A l m e j o r a r un 
r e q u e r i m i e n t o , e l o t r o t i e n d e a empeorar , po r l o que e s n e c e s a r i o a l 
p r o y e c t a r un s i s t e m a de c o n t r o l e s t a b l e c e r un compromiso e n t r e l o s dos 
r e q u e r i m i e n t o s . 
CAPITULO 2 
LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 
2 - 1 . - I n t r o d u c c i ó n 
La g r a n mayor ía de l o s s i s t e m a s de c o n t r o l s e pueden r e p r e s e n t a r 
matemáticamente por medio de una o v a r i a s e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s » 
por l o que e s muy común e l t e n e r que r e s o l v e r é s t a s e c u a c i o n e s p a r a 
poder c a l c u l a r l a r e s p u e s t a de un s i s t e m a de c o n t r o l . La T r ans f o rmada 
de L a p l a c e d e s a r r o l l a d a por P i e r r e Simón L a p l a c e C1749 -1827 ) , 
c o n s t i t u y e un método muy p o d e r o s o pa r a r e s o l v e r todo t i p o de 
e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s , por l o que es una h e r r a m i e n t a o b a s e 
matemát ica i n d i s p e n s a b l e p a r a e s t u d i a r s i s t e m a s de c o n t r o l y es l a 
r a z ó n por l a que s e i n c l u y e e s t e tema de l a s matemát icas en t odos l o s 
c u r s o s de T e o r i a de c o n t r o l p a r a p e r sona s que s e i n i c i a n en é s t a a r e a 
de e s t u d i o . S i n t e n e r e s t a b a s e matemática , d i f í c i l m e n t e s e puede 
a n a l i z a r un s i s t e m a de c o n t r o l d e sde e l punto de v i s t a t e d r i c o que se 
r e q u i e r e en i n g e n i e r í a . 
La T r a n s f o r m a d a de L a p l a c e es un método o p e r a c i o n a l que c o n s i s t e 
en c o n v e r t i r l a s e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s que e s t á n en f u n c i ó n d e l 
t i empo a o t r a f u n c i ó n , l l a m a d a f u n c i ó n c o m p l e j a " s " . La v a r i a b l e 
c o m p l e j a " s " , s e denomina a s i po rque c o n » c u a l q u i e r número c o m p l e j o 
e s t á f o rmada por dos p a r t e s , l a p a r t e r e a l y l a p a r t e i m a g i n a r i a . E s t a 
t r a n s f o r m a c i ó n s e puede r e a l i z a r en dos f o rmas d i s t i n t a s , a p l i c a n d o l a 
l l a m a d a i n t e g r a l de L a p l a c e , C í o c u a l c o n s t i t u y e e l método r i g u r o s o de 
l a s m a t e m á t i c a s ) , o a p l i c a n d o l a s t a b l a s de l a T r a n s f o r m a d a de L a p l a c e 
Cque es un p r o c e d i m i e n t o más p r á c t i c o e l c u a l s e u t i l i z a más 
ampl i amente p a r a r e s o l v e r p rob l emas por é s t e método ) . 
Una vez t r a n s f o r m a d a una e c u a c i ó n d i f e r e n c i a l , e s t a s e c o n v i e r t e 
en una e c u a c i ó n a l g e b r a i c a , e s d e c i r l a s d e r i v a d a s d e s a p a r e c e n en e l 
nuevo p l a n o c o m p l e j o de " s " y l a e c u a c i ó n e s mucho más f á c i l de 
mane ja r y r e s o l v e r . 
El t r a n s f o r m a r una e c u a c i ó n d i f e r e n c i a l por L a p l a c e e s como s i 
n u e s t r o p rob l ema en f u n c i ó n d e l t iempo o en e l p l a n o d e l t i empo Cen e l 
c u a l l a s o l u c i ó n e s d i f í c i l ) , l o t r a s l a d a m o s a l p l a n o de l a v a r i a b l e 
c o m p l e j a " s " , donde p a r a d ó j i c a m e n t e n u e s t r o p rob l ema s e puede r e s o l v e r 
en una f o rma r e l a t i v a m e n t e más s e n c i l l a . 
E l p r o c e d i m i e n t o de l a t r a n s f o r m a c i ó n s e u t i l i z a en o t r a s a r e a s de 
l a s matemát icas p a r a hace r más s e n c i l l o s a l g u n o s c á l c u l o s . Por e j e m p l o 
med iante l a a p l i c a c i ó n de l o s l o g a r i t m o s C q u e e s una t r a n s f o r m a c i ó n 
matemát i ca ) l a s o p e r a c i o n e s de d i v i s i ó n s e c o n v i e r t e n en r e s t a s y l a 
m u l t i p l i c a c i ó n en suma. 
Una vez r e s u e l t o e l p rob l ema en e l p l a n o c o m p l e j o hay n e c e s i d a d de 
r e g r e s a r de nuevo a l p l a n o d e l t iempo, que es donde tenemos r e a l m e n t e 
e l p r ob l ema . El p r o c e d i m i e n t o u t i l i z a d o s e denomina l a T r ans f o rmada 
i n v e r s a o a n t i t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e , l o c u a l s e l o g r a u t i 1 i z a n d o l a s 
t a b l a s de l a T rans íomadade L a p l a c e en s e n t i d o i n v e r s o . E s t o d l t i m o es 
muy s e m e j a n t e a l p r o c e d i m i e n t o i n v e r s o que s e r e a l i z a con l o s 
l o g a r i t m o s , l l a m a d o a n t i l o g a r i t m o . 
La Trans í orinada de L.aplace nos p r o p o r c i o n a muchas v e n t a j a s ya qu»? 
nos pe rmi te p r e d e c i r e l comportamiento de un s i s t ema de c o n t r o l , 
u t i l i z a n d o para e l l o t é c n i c a s g r á f i c a s o métodos de r e s p u e s t a a l a 
f r e c u e n c i a que s e ve rán en c a p i t u l o s p o s t e r i o r e s . Ademas l a 
T rans fo rmada de L a p l a c e nos r e s u e l v e completamente una e c u a c i ó n 
d i f e r e n c i a l , dándonos s imul táneamente l a r e s p u e s t a t r a n s i t o r i a y l a 
r e s p u e s t a en e s t a d o de reg imen permanente de un s i s t e m a de c o n t r o l . 
B reve r epa so de números, v a r i a b l e s y f u n c i o n e s c o m p l e j a s . - Antes 
de e n t r a r de l l e n o a l a T rans fo rmada de L a p l a c e de una f u n c i ó n de l 
t iempo f C O , es n e c e s a r i o r e f r e s c a r un poco a l gunos conceptos de 
números, v a r i a b l e s y f u n c i o n e s c o m p l e j a s . 
Un número comp l e j o s e d e f i n e matemáticamente como un número que 
t i e n e dos p a r t e s , l a p a r t e r e a l y l a p a r t e i m a g i n a r i a . Muchos 
e s t u d i a n t e s p i en san que l o s números comp le j o s son muy d i f i c i l e s de 
mane j ar ya que a s o c i an e l nombre que s e 1 es d i ó C c o m p l e j o s } con 1 a 
forma de o p e r a r l o s . S i n embargo a s i como se l e s l l amo comp l e j o s s e l e s 
pod ia haber l l amado números s i m p l e s o números s e n c i l l o s , por l o que es 
c onven i en t e e l i m i n a r de una vez por todas e l t abú que pueda c r e a r e l 
nombre de números c o m p l e j o s . 
Los números comp l e j o s s e pueden r e p r e s e n t a r de t r e s formas 
d i f e r e n t e s : 
aD Forma R e c t a n g u l a r 
b ) Forma P o l a r 
c } Forma Exponenc i a l 
En l a forma r e c t a n g u l a r e l número comp l e j o s e e x p r e s a en dos 
p a r t e s , su p a r t e r e a l y su p a r t e i m a g i n a r i a . La p a r t e r e a l s e e x p r e s a 
por un numero r e a l s i m p l e y l a p a r t e i m a g i n a r i a s e e x p r e s a por un 
ntintero r e a l p r e c e d i d o de l a l e t r a " j " , donde l a l e t r a " j " e q u i v a l e a 
V- l 1 . Por e j e m p l o en e l numero comp l e j o C3 + j 4 } , l a p a r t e r e a l es 3 y 
l a p a r t e i m a g i n a r i a e s j 4 . 
En l a forma p o l a r e l número comp l e j o s e e x p r e s a por medio de una 
magnitudy un ángu lo , por e j e m p l o , en donde "A" e s l a magnitud y 
c|> es e l ángu l o . Se puede t r a n s f o r m a r f á c i l m e n t e de l a forma 
r e c t a n g u l a r a l a p o l a r o v i s c e v e r s a u t i l i z a n d o l a s s i g u i e n t e s 
f o rmulas : 
Forma Rec t angu l a r Forma P o l a r 
C + jco A¿<|) 
I z 2 I 
«ra! A Cos<£ Cú • A Sen<£ A m j C n +Co>D =CTanj oVcr 
La forma e x p o n e n c i a l de un número comp le j o s e e xp r e s a^po r medio de 
una magnitud y una c a n t i d a d e x p o n e n c i a l , por e j e m p l o A eJ , donde A es 
l a magnitud, i g u a l que en l a forma p o l a r , " e " es l a b a s e de l o s 
l o g a r i t m o s n a t u r a l e s y e l á n g u l o 0 es genera lmente e xp r e s ado en 
r a d i a n e s . Pa ra t r a n s f o r m a r de l a forma exponenc i a l a l a r e c t a n g u l a r s e 
puede u t i l i z a r l a f o r m u l a de Eu l e r que e s t a b l e c e l o s i g u i e n t e : 
A e i & a A C Case + j Sen© 3 • C + j w 
Las v a r i a b l e s c o m p l e j a s a l i g u a l que l o s números c o m p l e j o s t i e n e n 
una p a r t e r e a l y una p a r t e i m a g i n a r i a . La v a r i a b l e c o m p l e j a s e 
r e p r e s e n t a por l a l e t r a " s " , l a componente r e a l con l a l e t r a "<T" y l a 
componente i m a g i n a r i a " jco", o s e a s — & + jto. Se puede r e p r e s e n t a r 
una v a r i a b l e compl e j a s por un punto en e l p l ano c ompl e j o s . En 1 a 
f i g u r a 2 -1 s e r e p r e s e n t a e l p l a n o c o m p l e j o y un punto s = o* + jco . 
F i g . 2 - 1 . P l a n o c o m p l e j o con un putito r e p r e s e n t a t i v o 
Una f u n c i ó n c o m p l e j a , a l i g u a l que l o s números y l a s v a r i a b l e s 
c o m p l e j a s , t i e n e n una p a r t e r e a l y una pai t e i m a g i n a r i a . La f u n c i ó n 
c o m p l e j a GC s ) t i e n e una p a r t e r e a l Gx y una p a r t e i m a g i n a r i a jGy , o 
s e a GCs) = Gx + jGy. Las c a n t i d a d e s Gx y Gv son c a n t i d a d e s r e a l e s . Al 
i g u a l que l o s números c o m p l e j o s , l a magnitud «le uria f u n c i ó n c o m p l e j a 
queda d e t e n n i nada con l a s s i o u i e n t e s r e i ao i o n e s : l a magni tud de una 
f u n c i ó n c o m p l e j a está, dada por 4 Gx¿+ Gy¿ ' y e l á n g u l o 6 — Tan ÍC . 
El c o m p l e j o c o n j u g a d o de una f u n c i ó n c o m p l e j a GCs ) »Gx + j G y s e 
r e p r e s e n t a como GCs) y e s i g u a l a Gx - JGy. De a c u e r d o con l o a n t e r i o r 
una c a n t i d a d c o m p l e j a y s u c o n j u g a d a t i e n e n l a misma p a r t e r e a l , p e r o 
l a p a r t e i m a g i n a r i a cambiada de s i g n o . 
Der i vada de una Fune i on Comple j a. - La de r i vada de una f une i ón 
c o m p l e j a s e o b t i e n e por medio de l í m i t e s como l a d e r i v a d a de c u a l q u i e r 
f u n c i ó n r e a l . En s e g u i d a s e r e p r e s e n t a matematicamente l a d e r i v a d a de 
una f u n c i ó n c o m p l e j a GCs ) : 
d ^ ^ , , GCs + ¿ s ) - GCs) , . AG G C s ) « l lm—• = l i m . ds As . ^ s As-»o Ae*o 
Una f u n c i ó n c o m p l e j a GCs) s e d e f i n e coiuo una f u n c i ó n a n a l í t i c a 
cuando e x i s t e l a f u n c i ó n en e l p l a n o c o m p l e j o y además e x i s t e n sus 
d e r i v a d a s . La d e r i v a d a de una f u n c i ó n compLeja e s i n d e p e n d i e n t e d e l 
camino que s i g a e l As . Deb ido a que e l As = Ao* + j Acó , e l As puede 
t ende r a c e r o cuando e l Acr t i e n d a a c e r o o cuando e l jAcó también 
t i e n d a a c e r o . La t e n d e n c i a a c e r o s e r i a en tonce s p a r a l e l a a l e j e 
h o r i z o n t a l o v e r t i c a l . 
Si s e i U-r i va 1 .a t i m«: i oí i compl e j .1 </<. s ) coris i claran» Jo »411« L A z — CJT 
l o c u a l s i g n i f i c a que »>1 r e c o r r i d o es p a r a l e l o a i e j e r e a l y jAoj es 
c o n s t a n t e , a p a r e c e r á n inmedia tamente d e r i v a d a s p a r c i a l e s comu s e 
r e p r e s e n t a en l a s i g u i e n t e e c u a c i ó n í 
—-0Cs3 = l i m C . ds . _ A A <T p-o 
A Gx 
+ j 
A Gy. 
A cr ) = 
a Gx 
\i '7 
d Gy 
rr~r— 
Si s e c o n s i d e r a e l As = j Au> , 1 o cua l c o r r e s p o n d e a l r e c o r r i d o 
p a r a l e l o a l e j e i m a g i n a r i o , s i e n d o e l A<r una c o n s t a n t e , l a d e r i v a d a de 
l a f u n c i ó n c o m p l e j a q u e d a r á como s i g u e ; 
.. A G:< . A GyN a Gx a Gy l i r a (. r + J —: : } a - J —i + — 1 AcU J j AÍó J (í u a tM J&oi—O 
I g u a l a n d o l a s dos d e r i v a d a s , p u e s t o que s e t r a t a de l a d e r i v a d a de 
l a misma f u n c i ó n c o m p l e j a , e l r e s u l t a d o s e r i a l a s i g u i e n t e e c u a c i ó n de 
d e r i v a d a s p a r c i a l e s : 
— — ' 9 G y = d G y _ • d J a cr <? co 
Si s e s a t i s f a c e n l a s s i g u i e n t e s dos c o n d i c i o n e s : 
_ a Gy a Gy __ _ a G-.< 
de a tú y a c a uj 
l a d e r i v a d a de l a f u n c i ó n c o m p l e j a dGCsD/ds queda de t e rm inada 
uniYocaraente. E s t a s dos c o n d i c i o n e s en l a s matemát icas son c o n o c i d a s 
como l a s c o n d i c i o n e s de Cauchy-Riemann. 
A manera de e j e m p l o y p a r a a p l i c a r l a s c o n d i c i o n e s de Cauchy a una 
f u n c i ó n c o m p l e j a , s e v e r á s i l a f u n c i ó n p r o p u e s t a cumple con e s t a s 
c o n d i c i o n e s . 
GCsD = 
Como pr imer p a s o p a r a poder a p l i c a r l a s c o n d i c i o n e s de Cauchy, s e 
debe de o b t e n e r l o s v a l o r e s de Gx y Gy de l a f u n c i ó n c o m p l e j a GCs>. El 
p r o c e d i m i e n t o que s e u t i l i z a r á s e r á p r imero s u b s t i t u i r s • & + ju> y 
p o s t e r i o r m e n t e m u l t i p l i c a r y d i v i d i r l a f u n c i ó n GCs} por e l c o n j u g a d o 
c o m p l e j o de l denominador contó s e i n d i c a a cont inuaci011: 
1 1 _ 1 ( . T + 1 ~ j u ) 
' ^ ! , j ) ~ s + i '_-+ j'/) + 1 J-+ +1 ) C r + 1 - j 'A.J 
•y + 1 - ja> 
as ^ Z l ' 
(.<? +1) + w 
,, e» + 1 ~ _ - >*) 
G x 88 Ccr + o/ G y " C* + a/ 
dG-A C<?» + 1) 2 + u>z - Cc7 + 1) í 2C<r + 1 ) ] a)2 ~ C ¿r + 1) 2 
IC <r + l ) 2 + u>2]2 IC¿r + l ) 2 + w 2 ] 2 
3GY [C<7- + 132 + ío 2K-13 + -J C 2Cu ) </ - C¿?* + 13 2 
<3co [Ccr + l ) 2 + w 2 ] 2 [ C<T + i ) 2 + 
Como s e puede comprobar a l ana l i z a r l o s r e s u l t a d o s de l a s dos 
e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s a n t e r i o r e s , con e x c e p c i ó n d e l v a l o r de s = - l 
l a f u n c i ó n c o m p l e j a s a t i s f a c e l a " p r i m e r a c o n d i c i o n de Cauchy-Riemann, 
s e d e j a como e j e r c i c i o pa r a e l e s t u d i a n t e l a comprobac ión de l a 
segunda c o n d i c i ó n de Cauchy. 
A p l i c a n d o d e r i v a d a s p a r c i a l e s , l a d e r i v a d a de l a f u n c i ó n comp le j a 
GCs) s e r e p r e s e n t a ©n l a s i g u i e n t e ecuación: . 
dG-.s) _ ÓG'I j OGY _ w2 ~ Co- + l ) 2 j 2 co ÍT + 1) 
ds dcr de U <T + l ) 2 + co2)2 [ Ccr •+ l ) 2 + oj2]2 
_ -ÍC& + I ) 2 - 2jo)Cer + 1 ) + j2gjZ] -LCCR + 13 - jcoJ2 
IC<T + l ) 2 + ai2 ]2 ICer + l ) 2 + co2]2 
-[Ccr + 1> - jcol2 _ - [Ccr + 1 ) - j w ] Z 
[ C cr •+ 1 ) Z + j2wZ l < [ C cr + 1 ) + j w ] IC< r + 1 ) - jcol>2 
- 1 - 1 
Ccr + 1 + jcoD2 Cs + l ) 2 
Por o t r o l a d o d e r i v a n d o l a f u n c i ó n c o m p l e j a G<s> como una 
f u n c i ó n r e a l , a p l i c a n d o l a s f d rmu l a s de l a s d e r i v a d a s comunes tenemos 
l o s i g u i e n t e : 
_ ¡ i _ 1 _ O - 1 ( 1 ) -1 
ds t s + t J C s T T ? " C s + 1 ) 2 
Resu l t ado que c o i n c i d e exactamente con e l v a l o r de l a d e r i v a d a de 
l a f u n c i ó n G<s> que s e h a b i a o b t e n i d o a n t e r i o r m e n t e a p l i c a n d o 
d e r i v a d a s p a r c i a l e s » 
Ya s e ha d e f i n i d o l o que es una f u n c i ó n a n a l í t i c a , en s e g u i d a se 
d e f i n i r á n l o que son l o s puntos o r d i n a r i o s y puntos s i n g u l a r e s en «»1 
p l a n o comp le j o : 
Puntos O r d i n a r i o s => Puntos de l p l ano comp l e j o en donde l a f u n c i ó n 
comp l e j a Gt3> es a n a l í t i c a . 
Puntos S i n g u l a r e s => Puntos de l p l ano comp l e j o en donde l a i unc ión 
c o m p l e j a G<s> no es a n a l í t i c a . 
La mayor ía de l a s f u n c i o n e s comp le j a s en l a p r á c t i c a s e e x p r e s a n 
como una f r a c c i ó n de l a forma s i g u i e n t e : 
- kCs -f z O C s + Z23 
C s + pOC s + pz3 C s + pa.) 
donde l a l e t r a K es una c o n s t a n t e que r e p r e s e n t a una g ananc i a , y l o s 
v a l o r e s z i , Z2, pi, pz y p3 son v a l o r e s muy impor tantes l l amados c e r o s y 
p o l o s r e s p e e t i v a m e n t e de 1a f u n c i ó n comp le j a . 
Cuando s ~ - z i * por e j emp lo , l a f u n c i ó n c o m p l e j a s e hace i g u a l a 
c e r o , l o cua l o c u r r e también cuando s = -Z2. Por o t r o l a d o , cuando e l 
v a l o r de s = -p** por e j emp lo , l a f u n c i ó n c o m p l e j a t i e n d e a un v a l o r 
i n f i n i t o . De acue rdo a l o a n t e r i o r podemos d e f i n i r i o que son po los y 
. ce ros . 
P o l o s => Son puntos d e l p l ano comp le jo en donde l a f u n c i ó n 
c o m p l e j a G<3> t i e n d e a i n f i n i t o . 
Ceros *> Son puntos de l p lano comp le jo en donde l a f u n c i ó n 
c o m p l e j a G<s> s e hace i g u a l a c e r o . 
En e l e j e m p l o que s e ha dado s e t i e n e n dos c e r o s y t r e s po l o s 
d e f i n i d o s . Normalmente c a s i t odas l a s f u n c i o n e s c o m p l e j a s t i e n e n más 
p o l o s que c e r o s d e f i n i d o s . Teór icamente una f u n c i ó n c o m p l e j a debe 
t ene r i g u a l numero de c e r o s que de po l o s , ya que como s e v e r á más 
a d e l a n t e cuando s e e s t u d i e e l método de l Lugar de l a s R a i c e s , l a s 
g r á f i c a s que r e p r e s e n t a n una f u n c i ó n comp le j a en e l p l a n o comp l e j o s e 
i n i c i a n s i empre en l o s p o l o s y terminan en l o s c e r o s . A p l i c a n d o e l 
p r i n c i p i o de l a f i l o s o f i a que e s t a b l e c e que todo l o que t i e n e un 
p r i n c i p i o t i e n e también un f i n a l , d ebe r á haber t a n t o s p o l o s como c e r o s 
en c u a l q u i e r f u n c i ó n c o m p l e j a . Cuando una f u n c i ó n c o m p l e j a t i e n e 
más p o l o s que c e r o s , s e d i c e que l o s c e r o s f a l t a n t e s e x i s t e n pe ro no 
s e r e p r e s e n t a n porque no e s t á n d e f i n i d o s y por l o t a n t o s e d i c e que 
e s t á n en e l i n f i n i t o . 
2 - 2 . - La T rans fo rmada de L a p l a c e . 
P i e r r e Simón, marques de L a p l a c e , famoso astrónomo y matemático 
f r a n c é s , d e s a r r o l l o l a t e o r í a matemática que hoy conocemos como l a 
T rans fo rmada de L a p l a c e en t iempos de Napoleón en F r a n c i a . Además de 
l a T rans fo rmada , s u o b r a maest ra ha s i d o Mecánica C e l e s t e . Por s u g r a n 
c a p a c i d a d matemática ha s i d o c a l i f i c a d o como e l I s a a c Newton f r a n c é s . 
Matemáticamente l a T rans fo rmada de L a p l a c e s e d e f i n e por l a 
s i g u i e n t e e c u a c i ó n i n t e g r a l : 
donde l a s l i t e r a l e s u t i l i z a d a s en é s t a e c u a c i ó n s e d e f i n e n como : 
S imbo lo o p e r a c i o n a l que i n d i c a que l a c a n t i d a d que l e s i g u e 
fC tDa Una f u n c i ó n de l t iempo t t a l que f C t ) « O pa r a t < O . 
FCsD= Trans fo rmada de L a p l a c e de fCt3 . 
s = V a r i a b l e c o m p l e j a . 
Si una f u n c i ó n de l t iempo f C t } e s t á m u l t i p l i c a d a por una c o n s t a n t e 
y a p a r e c e en forma g e n e r a l como A f C t ) donde A es l a c o n s t a n t e , l a 
t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e de A f C O s e podrá c a l c u l a r a s i : 
Cuando una f unci ón d e l t i empo sea l a s urna a l g e b r a i c a de var i as 
f u n c i o n e s de l t iempo, f i C t ) , f 2 C t D . . . . , l a t r a n s f o r m a d a de l a p l a c e de 
é s t a suma de f u n c i o n e s s e c a l c u l a r á de l a s i g u i e n t e forma : 
En s e g u i d a s e c a l c u l a r á l a t r a n s f o r m a d a de l a p l a c e de v a r i a s 
f u n c i o n e s ampl iamente u t i l i z a d a s en l o s s i s t e m a s de c o n t r o l y s e 
e s t u d i a r á n a l g u n o s teoremas impor t an te s de l a t r a n s f o r m a d a . Cuando ya 
s e t enga c i e r t o domin io en e l manejo de l a t r a n s f o r m a d a , s e a p i i c a r á n 
d i r e c t a m e n t e l a s t a b l a s de l a t r a n s f o r ma d a s i n n e c e s i d a d de i n t e g r a r 
matemáticamente. E s t e ú l t i m o l l amado e l método de l a s t a b l a s es e l que 
más s e u t i l i z a en l a p r á c t i c a por s e r e l más s e n c i l l o y e l más r á p i d o . 
Las f u n c i o n e s que s e e s t u d i a r a n en s e g u i d a con e l o b j e t o de 
conocer l a f u n c i ó n y además c a l c u l a r su t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e por e l 
método de l a i n t e g r a l de L a p l a c e son l a f u n c i ó n e s c a l ó n , l a rampa, l a 
s e n o i d e , e l p u l s o , y e l impu l so . 
ha de s e r t r a n s f o r m a d a por l a i n t e g r a l de 
A f C t ) ] = A f C O ] 
F u n d a n E-rcal on. - L.a t unción isscal :n s e puede d e f i n i r inat emat Lcaim-Mii •• 
en l a s i g u i e n t e forma: 
f C O = 0 pa r a t < 0 
f C O = A « Cons tante pa r a t > O 
En l a f i g u r a 2 - 2 s e r e p r e s e n t a g r á f i c a m e n t e l a f u n c i ó n e s c a l ó n . Se 
puede o b s e r v a r que a n t e s de c e r o l a f u n c i ó n es c e r o y despues de c e r o 
l a f u n c i ó n es i g u a l a una c a n t i d a d c o n s t a n t e A. Exactamente en c e r o l a 
f u n c i ó n no e s t á d e f i n i d a por l o que puede t ene r c u a l q u i e r v a l o r e n t r e 
c e r o y A. 
Jk 
X 
± t 
F i g . 2 - 2 G r á f i c a de una f u n c i ó n e s c a l ó n 
En l a p r á c t i c a l a f u n c i ó n e s c a l ó n se puede g e n e r a r en forma muy 
aproximada a l a f u n c i ó n matemática, pe ro no exactamente i g u a l . La 
d i f e r e n c i a e s t r i b a en que en l a p r á c t i c a una f u n c i ó n no puede cambiar 
de c e r o a o t r o v a l o r en un t iempo c e r o como o c u r r e con l a f u n c i ó n 
e s c a l ó n tecSrica. Necesa r i amente t i e n e que t r a n s c u r r i r un t iempo por 
pequeño que e s t e s ea . S i n embargo deb i do a que g ene ra lmente e l t iempo 
de cambio es muy pequeño se d e s p r e c i a c o n s i d e r á n d o l o i g u a l a c e r o . 
Un e j e m p l o p r á c t i c o de l a f u n c i ó n e s c a l ó n es l a a p l i c a c i ó n de un 
v o l t a j e de c o r r i e n t e d i r e c t a a c u a l q u i e r c i r c u i t o r e s i s t i v o , pues en 
forma c a s i i n s t a n t a n e a e l v o l t a j e y l a c o r r i e n t e c r e c e n de c e r o a o t r o 
v a l o r ya s e a p o s i t i v o o n e g a t i v o . 
Una vez que ya s e conoce l a forma, a l g u n a s c a r a c t e r í s t i c a s y una 
a p l i c a c i ó n p r á c t i c a de l a f u n c i ó n e s c a l ó n , en s e g u i d a s e c a l c u l a r a su 
t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e . 
S i f<t> « A entonces j f [ f<t> ] = / a Ae~ s tdt = / a AeuI ] IN J O Jo S 
donde u = - s t 
du = - s d t F<s> = - A / s / e u du = - A / s t e s 1 J o 
F<s> = - A / s ( 1/a - 1/1 ] a A/s 
Función Exponenc i a l . - L a f u n c i ó n e xponenc i a l s e puede e x p r e s a r 
matemáticamente en l a s i g u i e n t e forma : 
f<t> -O para t < O 
f<tj ® A e pa ra t > O 
2tí 
Si £'•».>=» Ae en to n ce s j C t . - L I - Flo. A»e te iiL 
p. s - a f a + . r - ur ti u . r;s> » AJ e dt = Ai e l — -J o J o -Cet + s í 
donde u » -C ct + s í t 
d a * - Ce + sJ dt i . / V d u — í e J 1 
¿t + s J o 
dt = 
+ s o 
d u 
-Ce, + s í „ A - id + s?'., : F's) = - 'C e J Oí + s o 
F<s> » - A a + [ 1 - 1/e ] a + s 
s e ha t r a n s í o r m a d o por L a p l a c e , s e puede 
l a d e s c a r g a de un c o n d e n s a d o r . Es 
e c u a c i ó n e x p o n e n c i a l o r i g i n a l a l s e r 
una f r a c c i ó n a l g e b r a i c a r e l a t i v a m e n t e 
La f u n c i ó n e x p o n e n c i a l que 
o b t e n e r en l a p r á c t i c a con 
i n t e r e s a n t e o b s e r v a r que l a 
t r a n s f o r m a d a s e c o n v i e r t e en 
s i m p l e . La f o rma f r a c c i o n a r i a y a l g e b r a i c a d e l r e s u l t a d o o b t e n i d o s e 
i r á r e p i t i e n d o en l a s s i g u i e n t e s f u n c i o n e s . Con e s t o s e empieza a ve r 
que l a t r a n s f o r m a c i ó n de L a p l a c e c o n v i e r t e una f u n c i ó n e x p o n e n c i a l en 
una f u n c i ó n a l g e b r a i c a mas f á c i l de m a n e j a r . 
En l a f i g u r a 2 - 3 s e r e p r e s e n t a una g r á f i c a de l a f u n c i ó n 
e x p o n e n c i a l que s e ha a n a l i a a d o . Se puede ve r que en t = 0 l a f u n c i ó n 
v a l e A, y c on f o rme c r e c e e l t i empo , l a f u n c i ó n d e c r e c e t e n d i e n d o a 
c e r o . S i l a l u n c i ó n e x p o n e n c i a l t u v i e r a s i g n o p o s i t i v o , s e i n i c i a r í a 
t amb ién con un v a l o r A, y a l c r e c e r e l t iempo l a f une i o n c r e c e r i a muy 
r á p i d a m e n t e s i n 1 i mi t e , l o que r e s u l t a r í a s e r una 1 u n c i ó n 
comple támente i n e s t a b l e . 
f<t> = Ae 
-ax 
F i g . ¿ - 3 G r á f i c a de una Func ión E x p o n e n c i a l 
Kup.'-1 on Kamp.i . - La t une ion r .impa in/itema t i<.ámente se pue< 1«- xpr esat — i i 
La s i g u i e n t e fo rnw: 
ÍC.O = 0 para t < 0 
fCtD * At para t > O 
En l a f i g u r a 2 - 4 s e r e p r e s e n t a l a g r á f i c a de una f u n c i ó n rampa. Se 
puede ver que l a g r á f i c a i n i c i a en c e r o cuando t = O y va aumentando 
g radua lmente conforma c r e c e e l t iempo.La f u n c i ó n rampa es un p lano 
i n c l i n a d o cuya i n c l i n a c i ó n depende de l v a l o r de A . E s t a f u n c i ó n es muy 
u t i l i z a d a en l o s c o n t r o l e s e l e c t r ó n i c o s de l a v e l o c i d a d de motores 
e l é c t r i c o s i n d u s t r i a l e s , a l o s c u a l e s s e l e s a p l i c a e l v o l t a j e en 
forma de rampa para que e l motor vaya aumentando su v e l o c i d a d 
g radua lmente y no s ea somet ido a g randes e s f u e r z o s mecánicos y 
e l é c t r i c o s . 
F i g . 2 - 4 Grái i c a de una Función Rampa FC t i = At 
A c o n t i n u a c i ó n se c a l c u l a r a l a transí" ormada de L a p l a c e de l a 
f une i rampa: 
Si f <tj = At entonce? [ fu>] = F's> = Ate SLdt = A ^ ^ t e 31 = 
U t i l i z a n d o i n t e g r a c i ó n F<s> = A j * udv = A [ uv - J ' vdu ] 
por p a r t e s 
donde u = t dv = e = t dt 
du = dt -st _, , e dt 
Antes de s u b s t i t u i r l o s v a l o r e s de u y v en l a i n t e g r a c i ó n por p a r t e s 
s e r e s o l v e r á l a i n t e g r a l p a r a encont r a r e l v a l o r de v. 
Si u s - s t i 
du ~ - s d t 
dt d ui s 
/
uir d ui , , , /y u i , „ „ r ui. 
e [ - — •-» ] = - l / s / e dui = -1 /s [ e ] = 
v « - l / s [ e s t ] 
Subst i tuyendo l o s v a l o r e s de u y Y en l a i n t e g r a c i ó n por p a r t e s 
tenemos l o s i g u i e n t e : 
A y1 udv = A [ uv - / v d u ] = A - J í = 
. r t - s t , 1 f -st . . , = A [ e + - / e dt 3 
La i n t e g r a l de l a e c u a c i ó n a n t e r i o r e s i d é n t i c a a l c á l c u l o que se h i z o 
pa ra encon t r a r e l v a l o r de v, por l o que se s u b s t i t u i r á d i cho v a l o r . 
. , t -st 1 „ 1 -BL n . r t -st 1 -st. . a = A [ e + — C e 5 ] • A [ e - —— 2Ce 3 ] L s s s L s s o 
• A [ - 0 -O - C0 - l / s 2 } ] a A/s2 
FC s í = A/S2 
Fur.cidn S e n o i d a l . - La f u n c i ó n s e n o i d a l s e d e f i n e matemáticamente 
por l a s i g u i e n t e e cuac i ón : 
f C O « O para t<0 
f'CO = A Sen u>t pa r a t>0 
donde A " es l a »magnitud o v a l o r máximo' de l a f u n c i ó n s e n o i d a l y 
"•.o" e s l l amada v e l o c i d a d angu l a r s i endo ambos té rminos c a n t i d a d e s 
c o n s t a n t e s . 
La f u n c i ó n s e n o i d a l es ampliamente u t i l i z a d a en l a p r á c t i c a en 
todos a q u e l l o s equ ipo s que f u n c i o n a n con c o r r i e n t e e l é c t r i c a a l t e r n a , 
además de g r a n c a n t i d a d de equ ipo e l e c t r ó n i c o de comunicac iones , cuya 
s e ñ a l de t r a n s m i s i ó n es una s e n o i d e CRadio, TV, Radar , MicroondasD. Lo 
a n t e r i o r j u s t i f i c a p lenamente l a impor tanc i a de l a f u n c i ó n s e n o i d a l en 
una g r a n c a n t i d a d de a p l i c a c i o n e s p r á c t i c a s . 
La f i g . 2 - 5 r e p r e s e n t a l a forma g r á f i c a de una f u n c i ó n 
s e n o i d a l , q u e como s e puede a p r e c i a r es una f u n c i ó n p e r i ó d i c a cuyo 
c i c l o s e r e p i t e cont inuamente . 
F i g . 2 - 5 G r á f i c a de una Función Seno ida l FCO » A Sen a>t 
F'ara c a l c u l a r l a Traiif.ioruL.ida de l a f u n c i ó n seiv-UrJal -¿e va 
u t i l i z a r l a torma e x p o n e n c i a l de l seno ya que ¿ s f o nos p«-»rmií i r 1 
a p l i c a r i a t r a n s í orinada de L a p l a c e de l a tunei in e x p o n e n c i a l que ya es 
conor i «la. En s e g u i d a s e a p l i c a l a i n t e g r a l de L a p l a c e . 
j f [ A Sen cot ] ~ A Sen oit C e~3 t ) dt 
F<s>= A 
s u b s t i t u y e n d o e l Sen cot » — [ e',uJ,'- e JLOt ] tenemos: 
¿ J 
C a T 1 , Jwt -joJt., -st .. 
/ o e " e ) 3 * d t * 
A r o. <jto-s>t.. A r a -tjco+sn,. - r—- f e dt - ~ — - i e dt s 2 J J o 2 J Jo 
f a -<3-ja»t .. A C a -<s+jw>t .. - r / e dt - —^ f e dt = 
J J o ¿ J J o 
A 
2 
A p l i c a n d o l a f ó r m u l a de l a t r a n s f o r m a d a de una f u n c i ó n e x p o n e n c i a l 
Xr . . f & r -<S+COt- A [ A e j - A J [ e j dt s= - • • tenemos : 
[ A Sen cot j « [ ~ — J - [ 2 — ] J 2 j > s - yjj J 2 J 1 s + J 
A Sen ] [ C s * j M > " C S - J ^ = ¿ A ¡ 
2 j ( s - j u J ( s + ) 2 j í s " + 
j f [ A Sen cot J • TzAj."J. S + CO 
Teoremas de l a T rans fo rmada de L a p l a c e . 
Despues de haber c a l c u l a d o l a t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e de a l g u n a s 
f u n c i o n e s d e l t iempo muy ú t i l i z a d a s en l o s s i s t e m a s de c o n t r o l , es 
n e c e s a r i o e s t u d i a r v a r i o s teoremas r e l a c i o n a d o s con l a t r a n s f o r m a d a de 
l a p l a c e que nos ayuda rán a p r o f u n d i z a r un poco más en l a t e o r í a de 1 a 
t r a n s f o r m a d a p a r a t e n e r m e j o r e s b a s e s y p o s t e r i o r m e n t e a p l i c a r e s t o s 
teoremas cuando veamos e l método de l a s t a b l a s de l a t r a n s f o r m a d a 
que como ya s e d i j o es más d i r e c t o que e l método de i n t e g r a c i ó n que s e 
ha a p l i c a d o h a s t a a h o r a . 
En s e g u i d a s e e s t u d i a r á n un pa r de teoremas l l amados p r imera y 
segunda p r o p i e d a d de l a t r a s l a c i ó n . 
Teorema de l a P r i m e r a P r o p i e d a d de l a T r a s l a c i ó n . 
E s t e teorema est j h l e c e q u « : 
S i fa> J » F <s> e n t o n c e s t t> J = F -, - CA 
Para d emos t r a r é s t e teorema nos basaremos en l a f ó r m u l a g e n e r a l «Je 
l a t r a n s f o r m a d a de l a p l a c e , que s e v i o cuando s e d i ó l a d e f i n i c i ó n de 
l a t r a n s f o r m a d a . 
j f t J ~ J™* e ~ " t f a > d t " f 
j f [ e a t f , u ] = f o a e ^ e 0 1 1 f a , d t = f f dt « 
l [ e a t fa> ] « F <s - ci) 
que es l o que s e q u e r í a demos t r a r . 
El t eorema de l a p r i m e r a p r o p i e d a d de l a t r a s l a c i ó n s e puede 
a p l i c a r en t o d o s a q u e l l o s c a s o s en donde s e conozca l a t r a n s f o r m a d a de 
l a p l a c e de una f u n c i ó n d e l t i empo y é s t a e s t é m u l t i p l i c a d a por una 
c a n t i d a d e x p o n e n c i a l . 
Teorema de l a Segunda P r o p i e d a d de l a t r a s l a c i ó n . 
El teorema e s t a b l e c e que : 
S i f a : J = F ta* e n t o n c e s f t - c ] = e - J t s F <s> 
Antes de d e m o s t r a r e l teorema es i m p o r t a n t e comprender l a 
d i f e r e n c i a e n t r e una f\o y una fa-ctí. La f u n c i ó n f t> es c u a l q u i e r 
f u n c i ó n d e l t i empo que i n i c i a cuando t = 0 , m i e n t r a s que l a f<t-ct> e s 
l a misma f u n c i ó n d e l t i empo , p e r o i n i c i a en t = c< . 
En l a f i g u r a 2 - 6 s e puede o b s e r v a r g r á f i c a m e n t e l a d i f e r e n c i a 
e n t r e l a s dos f u n c i o n e s d e l t i empo, una de l a s c u a l e s s e e n c u e n t r a 
t r a s l a d a d a f u e r a d e l o r i g e n . S i l a f u n c i ó n es fa+co, é s t a s e i n i c i a 
a n t e s de c e r o , s i l a f u n c i ó n e s fa>, empieza en c e r o y s i e s f«.-co, 
l a f u n c i ó n i n i c i a d e s p u e s de c e r o . 
Caí f(t*co Cb) fit) c í fa -a> 
A cont. i n u a c i / n s o d e m u e s t r a >-»l t en re i aa «J«^  In '.•-»-[uruli p r o p i «»«l.»«! <1-
l.i t r a s l a c i ó n d e I .1 M .irr.lMt nuíd.i di> L.ipl v 
—.t. í u>dt = V « l i t O lie Vis 
î'^ t u 1 - J , 
j f [ tu-on] = e s l f a - a )d t 
p a r a f a c i l i t a r l a i n t e g r a l s e hará. e l s i g u i e n t e cambio de v a r i a b l e 
u = t - ex de donde t = u + •:! y dt = ciu 
s u b s t i t u y e n d o en l a i n t e g r a l l a nueva v a r i a b l e u , tenemos: 
j = f 0 e í <u>du = e / -su .. J _ t (u'du = e F-^ ,? 
que e s l o que s e q u e n a d e m o s t r a r . 
Func i ón P u l s o . - La f u n c i ó n p u l s o s e puede de f ' i ni r mat emat i c amen t e 
en l a s i g u i e n t e f o rma : 
f<t> - A = c o n s t a n t e pa r a O < t < to 
f<0 = 0 p a r a to< t < 0 
F i g . 2 - 7 G r á f i c a de l a f u n c i ó n p u l s o 
En l a f i g u r a 2 - 7 s e r e p r e s e n t a una g r á f i c a de l a f u n c i ó n p u l s o , l a 
c u a l i n i c i a en t =0 y t e r m i n a en t « t o . 
La f u n c i ó n p u l s o a l i g u a l que l a s f u n c i o n e s ya e s t u d i a d a s t i e n e 
una a p l i c a c i ó n enorme en todo t i p o de c i r c u i t o s d i g i t a l e s , por e j e m p l o 
en c a l c u l a d o r a s e l e c t r ó n i c a s , computadoras d i g i t a l e s , r e l o j e s 
d i g i t a l e s y una g r a n c a n t i d a d de e q u i p o s e l e c t r ó n i c o s i n d u s t r i a l e s . 
D e b i d o a s u g r a n a p l i c a c i ó n en l a p r á c t i c a , e s i m p o r t a n t e conoce r 
t a n t o l a f u n c i ó n como l a t r a n s f o r m a d a de l a p l a c e de l a misma. 
P a r a f a c i l i t a r e l c á l c u l o de l a t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e de l a 
f u n c i ó n p u l s o , é s t a s e r e p r e s e n t a r á , como l a suma g r á f i c a de dos 
f u n c i o n e s e s c a l ó n . En l a f i g . 2 - 8 s e r e p r e s e n t a n l a s dos f u n c i o n e s 
e s c a l ó n de cuya suma g r á f i c a r e s u l t a l a f u n c i ó n p u l s o . 
1 
Í T 
t£ Func ión E s c a l ó n No 1 
,£ Func ión E s c a l ó n No 2 
Func ión PuLso 
F i g . 2 - 8 Formac ión de una Func ión P u i s 
32 
L>«-* a d i r i l o > >n l a g r á i I ca ri-li, la f ui icióri p'it'ìn s e p» i-^l-
r e p r e s m i t a r como l a suma d*-.« l a s dos i une iones e^ca 1 in . 
f ' .L) = f ' F u l so ) = f ' E j c a L o n N o 1) + í ' ( E T ; a l o n N o Zi 
fcl) = f< Pulso; = A l ( t ) - A l ( t - tO ) 
La t r ans fo rmada de L a p l a c e de f<u se o b t i e n e como 
Jf [ f<t>] = / [ A lm ] - Alit-to)] 
A - s t o ——» e s 
A r H - s t o . , — [ 1 - e ] 
Como se puede o b s e r v a r , pa ra ob t ene r l a t r a n s f o r m a d a de l a p l a c e 
de l a f u n c i ó n p u l s o s e n e c e s i t ó a p l i c a r e l teorema de l a segunda 
p r o p i e d a d de l a t r a s l a c i ó n . 
Función I m p u l s o . - La f u n c i ó n impulso t i e n e seme janza con l a 
f u n c i ó n pu l so . Se puede d e c i r que e l impulso es un c a s o l i m i t e de l a 
f u n c i ó n pu l s o , en donde l a magnitud t i e n d e a i n f i n i t o y e l t iempo de 
d u r a c i ó n es muy pequeño, por l o que se d i c e que t i e n d e a c e r o . 
La Función i mpulso se 
s i g u i e n t e forma: 
A í ít; = U m — 
t o 
t C^» « I 
S O 
puede tíef i ni >. matematicamente en 
para 0 < t < to 
jara t :< t < O 
La f i g 2 - 9 r e p r e s e n t a una g r á f i c a de l a f u n c i ó n impu l so . En e l l a 
s e puede ver que l a magnitud de l impulso es e l l i m i t e de A/to y l a 
d u r a c i ó n es to. Como e l t iempo t i e n d e a c e r o , l a magnitud t i e n d e a 
i n f i n i t o , p e r o e l p roduc to de l a magnitud por e l t iempo , que es e l 
a r e a b a j o e l impulso permanece s i empre i g u a l a A. Es ta a r e a i g u a l a A 
es l a que nos da en r e a l i d a d l a d imens ión de l impu l so . 
f» 
T 
u t 
•i ( - + . - 0 
F i g . 2 - 9 G r á f i c a de l a Función Impulso . 
La t un»-L'-n impulso se puede a p l i c a r en l a pr.íi.t toa pai a . u a l q u i e r 
^ ella L que apar t¡zc a y ciivs a pa r ezca en f orma repent i na, con i «na dur ac iói i 
de t i empo mi ni ma. 
Se puede c a l c u l a r l a t r ans f o rmada de Lap l a ce de l a t u n c i c n impu lso , 
basándonos en l a t r ans fo rmada de Lap l a ce de l a f u n c i ó n p u l s o que ya s e 
conoce, aprovechando l a semejanza e n t r e l a s dos f u n c i o n e s . 
Si l a t r ans f o rmada de l a p l a c e de l a f u n c i ó n p u l s o es : 
jfc f«t» J - [1 - e-st°] 
Entonces l a t r a n s f o r m a d a de l a p l a c e de l a f u n c i ó n impulso es 
seme j a n t e , s o l ámente habrá que cambi a r l a magni tud que en e l c a so 
de l p u l s o es A y en impulso es e l l i m cié A/to cuando to^ »0 . 
Hac iendo l o s cambios s e ñ a l a d o s , l a t r ans fo rmada d e l impu l so e s : 
/ [ fsi.mpui.so>] = l i m y ^ [ 1 - e
 s t ° ] t o s 
t o * 0 
La t r ans f o rmada de l a p l a c e de l a f u n c i ó n impu l so r e s u l t a s e r un 
l i m i t e . Si s u b s t i t u i m o s e l v a l o r de l t iempo t end i endo a c e r o , no 
l l e gamos a a l g u n v a l o r d e f i n i d o ya que todo s e nos c o n v i e r t e a 
i n f i n i t o . Con e l p r o p ó s i t o ' de ob tener un v a l o r d e f i n i d o pa r a l a 
t r a n s í orinada de l a p l a c e de l impulso , s e a p l i c a r a l a Reg l a de L*Hopi .tai 
a f i n de romper con l a i nde t e rm inac i ón . La Reg l a de L ' H o p i t a l c o n s i s t e 
en d e r i v a r con r e s p e c t o a to y por s epa rado e l - numerador y e l 
denomi nador de l a f unc ión 1 í mi t e . Una vez te r mi nada 1 a der i vada, s e 
s u b s t i t u y e de nuevo e l v a l o r de t? tend iendo a c e r o y s e comprueba s i 
se l l e g a a un v a l o r o s i g u e l a i nde t e rm inac i ón . En n u e s t r o c a s o l a 
a p l i c a c i ó n de l a Reg l a de L * H o p i t a l s e r í a : 
f {impulso)] 
dt< [ AC1 - e
_ s l ° ) ] 
= l i m 
t o - O d t. 
C tos ) 
s 
El r e s u l t a d o o b t e n i d o nos d i c e que l a t r a n s f o r ma d a de L a p l a c e de 
una f u n c i ó n impulso , e s i g u a l a l a r e a b a j o e l impu l so . 
La f u n c i ó n impu l so cuya á r e a es i g u a l a l a unidad , r e c i be e l 
nombre de f u n c i ó n impu l so u n i t a r i o o f u n c i ó n d e l t a de D i r a c y s e 
r e p r e s e n t a como ó<o. Obviamente l a t r ans fo rmada de L a p l a c e de l a 
f u n c i ó n impulso u n i t a r i o es i g u a l a uno. 
La f u n c i ó n impn! que t i una magnitud m i in i y una d u r a c i ó n 
ce ro no HXLstt^ t>n l a r e a l i d a d y so l amente e x i s t a en l a t e o r í a 
matemática . S i n embargo c u a l q u i e r se f ía l que t enga una durai_ i ' in muy 
c o r t a y una magnitud e l e v a d a , s e puede comparar en f o rma ap rox imada a 
l a f u n c i ó n impu l so . 
Teorema d e l Cambio de E s c a l a de Tiempos. - A v e c e s es n e c e s a r i o 
m o d i f i c a r l a e s c a l a de t iempos de una f u n c i ó n d e l t i empo p a r a poder 
c a l c u l a r l a t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e con mayor f a c i l i d a d . 
Supongamos que conocemos l a t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e de una fu> y 
que deseamos c a l c u l a r l a t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e de una fa.'co. El 
s i g u i e n t e p r o c e d i m i e n t o matemático nos i n d i c a como l o g r a r l o : 
f a / a j ] = f j * fa/co e s L dt 
p a r a f a c i l i t a r l a i n t e g r a c i ó n s e harán dos camb ios de v a r i a b l e : 
t i = t s a y s - s i / ^ 
t = tío. y d t = a d t i 
h a c i e n d o l a s s u b s t i t u c i o n e s en f u n c i ó n de l a s nuevas v a r i a b l e s : 
= f f fa,-co e s t dt = J" 
-31 TX í ai> e 
CI -L31.'CO(VLC> , , , f .ti> e de c.ti.} 
d t í = a F;si; = a F:c.s> 
T r a n s f o r m a d a de L a p l a c e de l a s D e r i v a d a s . - E n v i r t u d de que l a 
mayor ia de l o s modelos matemát icos de s i s t e m a s de c o n t r o l f í s i c o s s o n 
e x p r e s a d o s con e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s , e s muy i m p o r t a n t e e s t u d i a r l a 
t r ans f o r rnada de L a p l a c e de d i c h a s e c u a c i o n e s . En s e g u i d a s e c a l c u l a r á 
l a t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e de l a p r i m e r a y de l a s e gunda d e r i v a d a . 
T r a n s f o r m a d a de L a p l a c e de l a p r i m e r a d e r i v a d a . - S i tenemos una 
f u n c i ó n d e l t i empo t a l que : 
f<t> m x en tonce s f * <t> = dx/dt 
por l o t a n t o [ d x ^ d t ] * [ * " « - > ] a ^ e ~ s t f ' <udt 
u t i l i z a n d o i n t e g r a c i ó n por p a r t e s : 
u a e S l dv a f * <t>dt a [ d x / d t ] d t a dx 
du a - s « ~ S t dt V a X a fa> 
Substituyen«. ! « » en l a i n t eg r aeicín pot p a r t a s : 
[ d x / d t l = uv - J vdu = ^ - JCil :•->[ - s e " ' l d t J 
-a^ -o,. £ a -s t . ,, = e f <».> - e í < o > + s f e f <t>dt 
J° 
= — f (O) + sFtsi = sF'cí - f <o> 
T r a n s f o r m a d a de L a p l a c e de l a Segunda D e r i v a d a . - P a r a d e m o s t r a r l a 
f ó r m u l a de l a t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e de l a s e gunda d e r i v a d a , 
tomaremos como r e f e r e n c i a l a f ó r m u l a a n t e r i o r de l a t r a n s f o r m a d a de 
L a p l a c e de l a p r i m e r a d e r i v a d a . Med iante un a r t i f i c i o matemát ico 
c o n s i s t e n t e en un cambio de f u n c i ó n de l t i empo s e o b t e n d r á l a 
t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e de l a segunda d e r i v a d a , apoyándonos en l a 
p r i m e r a d e r i v a d a -
O ] 
S i endo g.t> = f 4.> Ci w 
Por l o t a n t o : f -.,] = s j -
= - / . V ' - i -
• s [ sF(s> - f<o> ] - f t c i 
2 
S F<s> - s f <o> — f ' <o> 
La T r a n s f o r m a d a de L a p l a c e de l a t e r c e r a d e r i v a d a y de o r d e n 
s u p e r i o r , s e pueden c a l c u l a r s i g u i e n d o e l mismo p r o c e d i m i e n t o . En l a s 
t a b l a s d e l a T r a n s f o r m a d a de L a p l a c e s e i n d i c a una f ó r m u l a g e n e r a l 
p a r a o b t e n e r l a t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e de l a d e r i v a d a de o r d e n " n " . 
S i n embargo s e a c l a r a que l a s d e r i v a d a s más u s u a l e s en l a p r á c t i c a s o n 
l a p r i m e r a y l a s egunda que son l a s que s e han c a l c u l a d o . 
Tomando como r e f e r e n c i a l a t r a n s f o r m a d a de LapLac^ «le La p r imera 
d e r i v a d a , s e e s tud i a r a n dos teoremas más , Llamados Teot nma «1«-1 V a l o r 
Kina l y Teorema de l V a l o r I n i c i a l . Es tos teoremas s e a p l i c a n cuando s«-* 
desea c a l c u l a r e l vaLor de una f unc ión d e l t iempo «ruando e l t Lempo 
es i g u a l a c e r o o cuando e l t iempo t i e n d e a i n f i n i t o . 
F recuentemente e l v a l o r de una f u n c i ó n de l t iempo s e hace i n f i n i t o 
o queda i n d e t e r m i n a d a cuando e l t i empo es c e r o o t i e n d e a i n f i n i t o . 
A l gunas v ece s s e puede romper é s t a i n d e t e r m i n a c i ó n a p l i c a n d o 
a l g u n o de l o s dos teoremas , ya que e l c á l c u l o de l a f u n c i ó n d e l t iempo 
se r e a l i z a en f u n c i ó n de l a v a r i a b l e c o m p l e j a " s " . 
TEOREMA DEL VALOR FINAL. - P a r t i e n d o de l a t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e 
de l a p r i m e r a d e r i v a d a , s e d e m o s t r a r á a c o n t i n u a c i ó n é s t e teorema. 
(* 01 [ f'-u] e " s t d t = sF<s> + f*e> J o 1 d t 
S i c a l c u l a m o s e l l í m i t e de l a e c u a c i ó n a n t e r i o r cuando s — 0 
l i m ¿pL f ( L>] e " s t d t = l i m [ sF<s> - f<o>] 
s - » - O s - » - O 
d e b i d o a que e l l í m i t e de e s t » 1 cuando s - * - O , en tonce s 
frt>) 01 • f'.co - f z. 
fíe» - f .-> = l i m [ SFÍÍ ' ] -
s - i » O 
fCoO = l i m f«t> = l i m sF<s) 
TEOREMA DEL VALOR I N I C I A L . - E s t e teorema t i e n e mucha s eme j anza 
con e l a n t e r i o r e i g u a l m e n t e p a r t i r e m o s de l a t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e 
de l a p r i m e r a d e r i v a d a p a r a s u d e m o s t r a c i ó n . 
f<T>] e " s l d t = SF(3> - f<o> 
Si a h o r a s e c a l c u l a e l l í m i t e de l a e c u a c i ó n cuando s - ^ a, e l 
t e rmino e s e hace i g u a l a c e r o y con e l l o toda l a i n t e g r a l s e 
i g u a l a a c e r o . Por l o t a n t o l a e c u a c i ó n queda rá como s i g u e : 
0 = Lim sF<s> — fio» o l o que es l o mismo 
f<o> = Lim f(t> = Lim sFis> 
t -*»- O s - * - a 
por l o t a n t o : 
TRANSFORMADA L>L LAPLACE DK LAS INTEGRALES. -Como '5l»Ímo te-n "ira .Je 
l a Trans formada de L a p l a c e , demost raremos l a t r ans f ormada de I.api a«:e 
de l a s i n t e g r a l e s , l a cua l s e a p l i c a cuando hay que t r a n s f o r m a r una 
ecuac i ón i n t e g r a l o i n t e g r o d i f e r e n c i a l . 
Al i g u a l que en l o s dos teoremas a n t e r i o r e s Cdel v a l o r f i n a l y d e l 
v a l o r i n i c i a l ) l a e c u a c i ó n de r e f e r e n c i a de l a cua l p a r t i r e m o s s e r á l a 
e c u a c i ó n de l a t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e de l a p r imera d e r i v a d a . 
entonces 
A p l i c a n d o l a t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e de l a p r imera d e r i v a d a . 
Despe jando l a t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e de l a i n t e g r a l que es 
l o que nos i n t e r e s a conocer , tenemos: 
hay 
que 
TABLAS DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE.-En l a s f i g u r a s 2 -10 y 2 -11 
una l i s t a de f ó r m u l a s de l a t r ans fo rmada de L a p l a c e . Las t a b l a s 
s e p resentan aqui son l a s más u s u a l e s en s i s t e m a s de c o n t r o l . 
m FW 
impulso unitario fiU) 1 
2 escalón unitario 1(/) J_ Í 
3 r I .r2 
4 Q—Qt 1 s + a 
5 te'" 1 -U + fl)2 
6 sen tur co + CÜ* 
7 eos col S 52 + O)2 
8 i« (n = 1,2,3....) n! 5<r»i 
9 f e ' " (n = 1,2, 3, ...) ni (s + a)"•1 
10 - e-*o 1 (5 -h a)(¿ + b) 
11 -i—{be-* - ae-") i + a)(j + 6) 
12 1 sis + a)(j + ¿) 
13 e'" sen cat co (j + a)2 + co« 
14 eos Q)t s + a * (í + a)1 + ojí 
15 X{at - 1 + e'") 1 S2(i + O) 
16 • ^ e ^ i M a>»i/l - í21 a>? ¿ sz + Hco^s + (úi -
17 
^ e - ^ sen (o>, •/! - t - <t>) 
• - n n - ^ - C 1 
s 
sl + ICuifíS + a>¿ 
18 
l - sen(o>„ VI - (» / + 4>) 
í - t a n - » ^ 1 ^ ^ 
«? 
• 
F i g - 2 - 1 0 . - T a b l a s de l a Trans formada de L a p l a c e . 
39 
I -W (O ) = AF(t) 
2 2 ' [ f , ( t ) ± f z ( t ) } = Fi(s)±Fi(s) 
3 •^[¿/(O] = i ^ ) ~/(0i) 
4 = - "/(0±) 
• ^ G r - z o ] = s " F ( - s à ^ S - ' ) 
5 . , (ft-1) d¡¡-1 donde / ( 0 = | _ / ( / ) 
6 
7 
3 * ± [ J J/(<>«*>•] = m + £ ^ [ J - J / w » )'],.„. 
fc- 1 
9 - ^ - " / (O l . + fl) 
¡0 ¿T[/(r - à) !(/ - a)] = e-»F(s) 
11 * [ t m \ - dl2s) 
12 
4 
13 
F i g . 2 — i l T a b l a s de l a T rans fo rmada de L a p l a c e . 
KJEPCÍ CTGG DE TP ANS*FOP M APAo PR LAPLACE. - A ronl i run-M t -
resoL ver ¿ti a Lgiinus e j e r c i « : i o s d«-» La Ti ansí ormarta de LapLai • * y 
api i c aremos par a e L1 o a l g u n a s fvír muí as de l a s t a b l a s de la 
t r ans í<*>r mada y f amb i en var I os < «-»«ir emas. Cuan« lo La 1 mi il a «i— l a t al 11 a 
es i g u a l que n u e s t m problema, e l problema es muy s e n c i l l u y s e t r a t a 
s ó l o de s u b s t i t u i r l o s v a l o r e s de l problema en l a f o rmu la g e n e r a l . 
Pero cuando nues t ro problema no a p a r e c e en l a s f « i rmuías , entonces s e 
r e q u i e r e a p l i c a r a l g ú n teorema o a r t i f i c i o matemático para poder 
adecuar n u e s t r o problema p a r t i c u l a r a l a s t a b l a s que son de a p l i c a c i ó n 
g e n e r a l . 
E j e r c i c i o 2 - 1 . - C a l c u l a r l a t r ans fo rmada de L a p l a c e de l a 
s i g u i e n t e f u n c i ó n de l t iempo: 
„ - 2 t . 
f i t ) = 5 e 
S o l u c i ó n : Ap l i c ando l a Fdrimila de l a t r a n s f o r ma d a de L a p l a c e 
de una f u n c i ó n e x p o n e n c i a l : 
f [ A e - a t ] - / [ ta , } = F « , -cC 1 J ct + s oL 2 + s 
E j e r c i c i o 2 - 2 . - C a l c u l a r l a t r ans f o rmada de L a p l a c e de fy i>*t3 
S o l u c i o n : A p l i c a n d o l a Formula No 8 de l a t a b l a : 
/ [ t 3 ] 
¿ s 3 s 4 
E j e r c i c i o 2 - 3 . - C a l c u l a r l a t r ans f o rmada de L a p l a c e de l a 
s i g u i e n t e f u n c i ó n de l t iempo. 
f a > = 5 t V 2 t 
S o l u c i ó n : E s t e e j e r c i c i o l o podemos r e s o l v e r en dos fo rmas , una 
es a p l i c a n d o l a p r imera p rop i edad de l a t r a s l a c i ó n y 
l a o t r a e s a p l i c a n d o d i r e c t amente l a f o r m u l a No 9. 
A p l i c a n d o l a p r imera p rop i edad de l a t r a s l a c i ó n : 
Si [ t ] = - entonces : 
í [ 5 l V 2 1 ] = B * 6 - 3 0 Cs + 3 ) 4 Cs + 3 } 4 
":nu : -i 
i • • " i 
ca i. c ¿unen es ' ¿ 
t j i c 2—4,— L a i c u i a i ' '.«? íranstarí í iacá a s t a - j i a c e es : a s i ^ u s r . 
r"a> = 3 Ser, S-: 
-£z . ion ? Hv¿icsnco a i ' s c t s ü í a n t a la. t g t^uxs /no ^ a= -i a= t a ^ i à s î 
=j f [ fa»] - j f r s Sen 5c] 
2 - Z 
scu.-icior QiTs^srrCiâ i í 
AGÌ icariüo ias fánauias es íí.S -ac ias terrai.,-* c s -4RT?.¿.-N 
2 2-. 
ÍOÍ 'O' l ' A 
X 1 io* 
f [ 8 Senót ] « - S 2 S . = - S S -
] = 5[ sX<s> - ;; J = 5sX<s) — 15 ío> 
3 = i o x<s> 
Samando to de s i o s términos va transforssatios. 
2 4S s X<s> - 3s ~ ¿ + 5sX(s> - ID IO X<s> = 
S2-K3Ó 
2 _ 48 , 4S + 35Í52+-Ít! «-X<s>[ 5 -t-55+iO] = — f ¿s + 17 = 
s s +06 
•r 
L ' 
c c m a i e j a s . 
v s i las funcionas Fus) , P2is> etc están gn las "Cablas, 
sntoncess o"' £> ~f f* 
/ [ R s , ] = ¿ l Fi«>] + / [ F « s , ] . l 
= fl<t> + -f2<l> + Tri<t> 
acnde f i<i>,f2<t>,. . . . fn<bson las transformadas ce Laciacs inversas 
Fus), f 2(si« . . . , Fn(sí, respec tivamsn te . 
hn v i r z u d de aue la « a v e r í a de t a s ru f l c i onas co*n 
manejan en s i s t e m a s de c o n t r o l son de forma f r a c c i o n a r i a , 
" r a n e c e s a r i o descomooner una t r a c c i ó n comp le j a a r a n d s er i * W H M r * 
v a r i a s f r a c c i o n e s o a r c i a i e s mas esquenas • cu-.s 
•=i poac¡ínc:.= e n e s n - r a r en ..as t a b l a s » 
" - r e n n e s CGiuo.s jas F<s> c e s i s t e m a s cíe ccn- . rz - = 
g r a s o e s =^ <s> 
de - e s a r r a A i a r i a • 
e<s> r -si — -
« < s > 
donde So> v A<s> sen po l i nomios sn s , v an dones e^ 
mavor que s i ce B í s j . S í e l g r ado de B<SÍ s s maver 
r e a u i e r e . r e a i ¿ z a r ia e x v í s i ó n a l g e b r a i c a an tas 
f r a c c i o n e s p a r c i a l e s , 
ftnyss ös descomponer l a f r a c c i ó n como ie j a - en v a r i a s « r r acz io r s í 
der.Qfisinadcr, E s t a s r a i c e s s ó l o ousdan s e r de t r e s t i c o s ; 
SÍ R a i c e s r e a l e s y d i s t i n t a s 
¡3} R a i c e s r e a l e s v SBUlt io iss 
' 'iäi.i.Sa comcla j as cDRj'Ltoaoas 
_G'-S> _ KÍS+Z J: 2 S 
HÍS> Í S - I -CL : * S — 3 2 • = * * S - I -CN • 
donde e s c o n s t a n t e e irvcica ¿a .ganancia c e l s i s t e m a , z i , Z2 = 
2m son l o s c e r o s y p i a oz en, sen i o s p o l o s de l a f u n c i ó n c o m o i s j s , 
D e s a r r o l l o de F r a c c i o n e s p a r c i a l e s cuando l a f u n c i ó n c o m p l e j a F<s> 
c o n t i e n e únicamente p o l o s r e a l e s y d i s t i n t o s . - Cuando s e e r e s e n t a é s t e 
t i n o d e f unc i ón c o m p l e j a , "°e"sta s e puede r e p r e s e n t a r como suma a e 
v a r i a s f r a c c i o n e s p a r c i a l e s más s i m p l e s , como s i g u e : 
an 
s+pz 5+pn 
donde a i , a2, . .an sor. c o n s t a n t e s c-lu^ s e pueden c a l c u l a r , 
ceme s i g u e . Pr imeramente s e c a l c u l a e l v a l e r ae a i , m u í t i p i i c a n d o toda 
1 a f u n e i ó n compl,e j a por (s-t-pi) y s e pace s o í . P o s i e r l o r m e n t e s e 
c a l c u l a A2 en forma s eme j an t e , m u í t i o l i c a n d o F< s> por <s+p2¿ v 
hac iendo s = —02. 
( S ) = 
- - . 3 1 ^ 
S-i-2 S —o 
5 r 4 , _ 5 + 4 , _ - 2 + 4 1 
D o n d e a i = t — T ~ z l T i - ù T ' s ~ 2 ) ] s = - z = [ s + ] , = - 2 -
C, + 4. . —6+4 
= [ - ~ —•- ' - ! ä=-o I ! ,=-<T — 5 
S u b s t i t u v e n d c i o s v a l o r a s ae ai v a2 tañemos 
:<t> = I F F ( 3 ) l = I I • - 1 + I r — 1 = 0 . 5 e 2 1 - 0 . 5 
."..n r —e : c-S C on j uu , • -r «;:c e "une l ó " O.T -- «. = - " " - - • ^ 
c om o L a / n-: i t ces-nrr- : . • oa 1 ? " v r c ••-- : r " r- j ; 
r - 3CC u r e s o-v.ri i . - s r = a ar i n = i c u i ~ 3 " e- - :• : 
CI 13 ?.z a 3 
13 + ü1 ) ! 5 + 02 ! (3 + O3 ! S + Or. 
_OS ÌC i " 3 . . . "r. =cr OC_C3 '55155 ' 'J 1.5 t i •"> IGS , D C O due 
' à io . ' s s d = :• 3 "5 = ta 5n 55 C3ÌCU;3n CO-" 31 ~3CCGO aPtr - ' lC ' , 
Los - 3 i c r 5 5 a-3 ca v otz 55 nusdsn ODi5n=r mui t i c i 1c sr-rc r . i : c 
lermx.-os ce la a c u a c i c " oa => por -'3 ~ PI • ? s zz " ¿ c i 5 r : : a 
r - r 3 3 f í-'.s> •: 3-Q1 ? 3-OZ.i 1 = [ V OiiS—Ü2 : ~ St-Gl , =-C2 i " , = • -1 1 s=-pl L 5-T-03 
5 n , _ . _ _ _ 2 • > 
3~Cri s ~ - p i 
Al hacsr s=—DI aa a i in í inar t ccc= l es términos a. la 33 r a e r a aa _ 5. 
i g u a l d a d con a - ceoc i c r 3 a i - 5 ' T i i n j ? cus c;2 • . antoncas 
¡ cus — c.2 i = i -<s> f a• c i ' - a — z z • J 3="pl " 3=-?l 
usúxac a que DI a a una c a n t i d a d ccmG_a;a ? .a s c j a c i o n a - c a r i c r a a 
una a c u a c i ó n c o m o i e j a aue t i s n s cé rminos r a a l a a v r á -n^nca 
i i " a g i n a r ÍQS . P e r i O t a n t c os . a s c a a c : o " c z ~ o ¿ a j a 3a ~ 5ca- - Q ' s n s " 
: c s e c u a c i o n e s i n a a p en d x en c a a - una con i a s p a r t e s " a a i a a - - - . -a c : n 
l a s o a r t e s i m a g i n a r i a s , Ja e s : a s : c s a c u a c i a - a a s-a : 
v a l o r a s c e cu v yz-.-r a l s i C L i e n t e e j a ~ c _ p aa , s t - =: a . 
o o i o a a a m o i a o a 
¿ j e r c i c i c •,— C a l c u l a r ¿a t r a n s ^ c m a c a - - e r s a 2= . 33 5 c = c. 
F(3> = + i 
s ; s 2 . + 1> 
S o l u c i ó n ; Como s e puede v e r l a f u n c i ó n c o m p l e j a t i e n e t r e s p o l o s , uno 
en e i o r i g e n y i o s o t r o s dos s e d ebs rm ina rán a p l i c a n d o l a f ó r m u l a 
g e n e r a l de segundo g r a d o 
3 =" 
- b ± V * * - 4 a c - i ± V 1 - - l ± 
= -O , o ± j u . cío ib 
•_os dos v a i o r a s de "s'* nos m a n a n que tenemos o c i o s compi a j o s 
c o n j u g a d o s , por l o que la Fio> s e d e s a r r o l l a r a da la s i g u i e n t e t o rma : 
F<3>=« 
s ( + s L 5 
a i s-t-042 
+s + i 
' 2 - i ) 
L.iom 13 S -*• l 3 í r e -t í.jrj - --. . ~Z • 2 .1 ~ f '•••.- : 
_ . „ , _ _ ^ 
cor l o que i a F«¿j ae i a ecuación 2—1 queda c ene- s i q u e : 
a o< 15 + Oí 2 r "s>= 
•' s •- •  , c- — j v S ó c ) { s + O , 5 — ~ ÍJ - 8-r-i> 
S + L> 
5 = 7 — 
I j = f o-.i= — ;¡2 ¡ 
- S = - 0 . 5— ; 0 . 3 c¡r5 L ' 2~-0. 5- O . 8 O O 
= cu[ - 0 , 5 - j 0 . 8 * 6 ] 
s i m o ! i t imando l a e c u a c i ó n a n t e r i o r 11 epaínes a 
0 .5 - j O ,366 = ai[ 0 .25 + jO .bóó - 0 .75 ] + az[ - 0 , 5 - j 0 , 8 6 6 ] 
t- s t a e c u a c i ó n c o m c ÍEJS podemos o b t e n e r e o s e c u a c i o n e s 
i n d e p e n d i e n t e s , una can l a s p a r t e s r e a l e s ( P . R . ) y o t r a con l a s p a r t e s 
i m a g i n a r i a s ( P , I , ) . 
(par-cas r e a l e s ) 0 . 5 = - 0 . 5 c u - 0 . 5ct2 
( p a r t e s i m a g i n a r i a s ) - j 0 , 8 6 6 = jO.S66csi - jO,8660:2 
l a s dos e c u a c i o n e s a n t e r i o r e s s e pueden t r a n s f o r m a r para f a c i l i t a r su 
mane jo como s e i n o i c a en s e c u i d a : 
( P . R . ) a± + a2 = - i 
( P - í - > ou - az = - 1 
Hpi.ii_a.ndQ l a s f ó r m u l a s äs l a s t a p i a s as i a t r a n s í armada de L a o l a c s 
a i a e cuac i ón a n t a r i e r tenemos ; 
- I 
f(l> = I [ ^<3)] = 1 — e 5 lCos O .Sóó t + 0 . 5 7 3 J lSen 0 . 8 6 6 t t 
-< = ^ f t e X S + Di) ]\ ^ s - - p t 
L a s asmas c o n s t a n t e s or-2, br-a, h a s t a di s e o b c i s n s p c a l c u l a n ! 
i a segunda d e r i v a d a , y l a t e r c e r a D e r i v a d a auceexvamen t a , s i q u i e r - ; 
é s t e o r o c a d i f i i i e n t o s e l l e g a a o o t e n e - una f á r m u i a g e n e r a l oa¡ 
c u a l q u i e r c o n s t a n t e br- j naS ta DI. LOS v a Í o r aa de l a s c o n s t a n t e s s o n : 
0 R _ ¡ - S + DI I .--pi 
. r - i 
.. .,„ ! i 
ds 
Una vez o b t e n i d a s todas l a s c o n s t a n t e s br, br-i,. . . . bi s e 
s u b s t i t u y e n en l a e cuac i ón 2—3 v s e a p l i c a n l a s f o rmu l a s adecuadas d » 
l a s t a b l a s de l a t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e para c a l c u l a r la t r ans fo rmada 
i n v e r s a . 
A c o n t i n u a c i ó n s e r e so l ve rá , un e j e r c i c i o de l a t r ans fo rmada 
i n v e r s a de L a p l a c e de una f unc i ón comple j a que t i e n e p o l o s m ú l t i p l e s 
con e l f i n de a p l i c a r e l método d e s c r i t o a n t e r i o r m e n t e . 
E j e r c i c i o 2 -8 .— H a l l a r l a t r ans fo rmada de L a p l a c e i n v e r s a de l a 
s i g u i e n t e f unc i ón c o m p l e j a F<s>: 
s 2 + 2s + 3 F<s> = 
( s + l ) 3 
S o l u c i ó n : S i observamos e l denominador de F<s> podemos inmediatamente 
d a r n o s cuenta que l a f u n c i ó n comp l e j a t i e n e t r e s p o l o s en s=—i . por 
s e r un binomio a l cubo , y por l o t an to se t r a t a de un caso de p o l o s 
m ú l t i p l e s . De a cue rdo con l o a n t e r i o r l a F<s> d e s a r r o l l a d a en v a r i a s 
f r a c c i o n e s p a r c i a l e s queda como s i g u e : 
F » - + m r * + t í ^ T T 
El pr imer paso e s e l c á l c u l o de l a s c o n s t a n t e s 03, bz y 01, pa ra l o 
cua l s e a p l i c a r á n l a s f ó r m u l a s que ya s e t i enen para br, br-i y Di 
r e s p e c t i v a m e n t e . 
b3 = br = [ F<s>(s + i ) 3 ] = ( s 2 + 2s + 3 ) = 2 
s=-i S=-1 
bZ - - i ) 3 ] h = - r t | i ( s 2 + 2 5 + 
bz = ( 2 s + 2 ) = 0 
s=-i 
b l " (5 — 1) ! [ F < = ' ( s + ds 
ds 
S u b s t i t u y e n d o l o s v a l o r e s de ba, b2 y bi en l a ecuac ión 2 - 4 
tenemos: 
2 1 Fo> = • • • • + y l a t r ans f o rmada i n v e r s a e s : 
( s + l ) 3 ( s + 1) 
f<u = Í [ F < 9 , ] = T [ ^ - ] + / [ i ] = ( t 2 + l ) e _ i 
^ ( s + l ) 3 ^ ( s + 1 
• J i f e ' ^ n . . L? = - - =S r ; h;-! I 5 <• " i" . _ - " ? - JJ"1 ' - " -
L a d : a c e D-'I 's r c S 3 , , 2 ' ¿ a s e c u a c icr- =s e.. • - - c - - ^ ^ 
0 i an t e ^ r v r e s u e n e " a l g u n a s = c u - c : : r e 5 a i ' s ' s r i i r , : « - c - = i á z . - . 
1 a i ' 5 P 3 T . j " n a o 3 c e a o i r = . 
[ s + 5s ^ 4 3 
P a ^ a c o m p l e t a r i a s o l u c i ó n na'-' que c í í c l u í " ¿a 
i n v e r s a d e L a c i a c s . Como s e puede v e r l a f u n c i ó n - c i eñe 
uno en e l o r i g e n y l o s o t r o s d o s hav q u e i c c a l i ^ a ^ i o s a 
f d r m u i a g e n e r a l d e s e g u n d o g r a d o . 
E = * ~ ~ = -> ^ ' = — — ~ s i = - 1 
.cando 
5 2 = - ¡ 
I 
De t a l manera Que s ' >s + -i = ( S - i ) ( 
De a c u e r d o con l a s r a i c e s r a i c u l a c a s 5i v s z , i o s 
son r e a l e s v u i s c i n t o s . i_a Xts> se - a c c o r a z a en i.a 
W J I C S d ^  
51QU ier. " = c ' " a 
a i az 
- +• i 
1020119015 
. - ! - j - s t- ¿. : ! ä -r 4 • - - O 
3 2 = L X ö i i S r ì ì ] „ _ t = I T ^ - — T T " ' - " r — — ~ 
53 - l Ä<C>- 3-rU. j l 
0 3 
Î-Î'.O? 
¿ d a c i ó n ; T r a n s f o r m a n d o por L a p l a c e t enemos : 
2 10 
3 X<s> — 3K(o> — ;<'<o> -T- 4sX<s> - 4;<tO) + bX(s> — • 
2 , _ 10 
r 2 , 10 1^3 I'.' 
X<s>[ 3 f ^ 3 - ¡ - a ] = — - — f 4 S - i - l r = 
— 
t i t r i n o m i o ( sZ+- ^s +S } s e r a c t o r i s a a o i i c a n a o i a r c rmu ia g sr. e; 
de s e g u r c o g r a c o ; 
- 4 t / 16 - 4 ; 8 - 4 t / I n -

de Lao i - a cs , r = 5 0 i v s r is.s s i g u i s n t s s 
K < o >— 2 :;'<0)= 4 
J t z:o> — L - <o> — 3 
CAPITULO Í I I 
MODELOS MATEMÁTICOS Y FUNCIONES DE TRANSFERENCIA 
3 - 1 . - MODELOS MATEMATICOS 
La d inámica de un s i s t e m a de c o n t r o l c u a l q u i e r a , s e a é s t e de t i p o 
e l é c t r i c o , e l e c t r ó n i c o , mecánico e t c , s e r e p r e s e n t a g e n e r a l m e n t e por 
medio de e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s . Pa r a o b t e n e r e s t a s e c u a c i o n e s 
d i f e r e n c i a l e s nos tenemos que b a s a r en l a s l e y e s f u n d a m e n t a l e s ya 
c o n o c i d a s , por e j e m p l o en l a l e y de Ohm o l e y e s de K i r c h h o f f p a r a 
s i s t e m a s e l é c t r i c o s o en l a s l e y e s de Newton pa r a s i s t e m a s m e c á n i c o s . 
La t e o r í a d e l c o n t r o l e s muy amp l i a y s e puede a p l i c a r a s i s t e m a s 
de t odo t i p o , por e j e m p l o s i s t e m a s h i d r á u l i c o s , t é r m i c o s , b i o l ó g i c o s , 
q u í m i c o s , económicos e t c . Lóg i camente y de a cue rdo con e l t i p o de 
C a r r e r a s que s e impar ten en n u e s t r a e s c u e l a , haremos h i n c a p i é en 
s i s t e m a s de c o n t r o l de t i p o mecán ico , e l é c t r i c o y e l e c t r ó n i c o . 
A l a e cuac i ón o g r u p o de e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s que d e s c r i b e n 
matemáticamente e l comportamiento de un s i s t e m a de c o n t r o l f í s i c o , s e 
l e denomina "Mode lo Matemát ico d e l S i s t e m a " . 
P a r a poder a n a l i z a r un s i s t e m a de c o n t r o l d e sde e l punto de v i s t a 
de i n g e n i e r í a , e s n e c e s a r i o pr imeramente e l a b o r a r su modelo matemát ico 
e l c u a l nos r e p r e s e n t a en t e o r í a a l s i s t e m a r e a l . 
Obv iamente e l p l a n t e a m i e n t o d e l modelo matemát ico es un p r imer 
paso muy i m p o r t a n t e ya que todo e l a n á l i s i s p o s t e r i o r d e l s i s t e m a 
d e s c a n s a s o b r e l a b a s e d e l modelo matemático s e l e c c i o n a d o . De a c u e r d o 
con l o a n t e r i o r e s de suma i m p o r t a n c i a p l a n t e a r un modelo matemát ico 
l o más apegado a l a r e a l i d a d , pa ra que l o s r e s u l t a d o s o b t e n i d o s d e l 
a n á 1 i s i s también c o r r e s p o n d a n a l a r e a l i d a d e s p e r a d a . 
Po r l o t a n t o l a e x p e r i e n c i a de una pe r sona en d e t e r m i n a d o t i p o de 
s i s t e m a s e s muy v a l i o s a p a r a l l e g a r a o b t e n e r un- buen modelo 
matemát i co . Una vez o b t e n i d o e l modelo matemát ico hay una d i v e r s i d a d 
muy g r a n d e de t é c n i c a s a n a l í t i c a s y c o m p u t a c i o n a l e s p a r a r e a l i z a r un 
adecuado a n á l i s i s a l s i s t e m a de c o n t r o l . 
S iempre cuando s e d e s e a p l a n t e a r un modelo matemát ico de un 
s i s t e m a de c o n t r o l c u a l q u i e r a , s e e n f r e n t a uno a l s i g u i e n t e d i l e m a : 
que tan s i m p l e o c o m p l i c a d o n e c e s i t o e l mode lo , que tan e x a c t o o que 
t a n t o e r r o r s e puede t o l e r a r en e l s i s t e m a . 
E l modelo d e l s i s t e m a puede s e r s e n c i l l o con una o dos e c u a c i o n e s 
o puede s e r c o m p l i c a d o con un g ran número de e c u a c i o n e s . Cuando e s 
s i m p l e su s o l u c i ó n puede h a c e r s e a mano, cuando s e manejan muchas 
e c u a c i o n e s t a l vez s e r e q u i e r a n t é c n i c a s c o m p u t a c i o n a l e s p a r a r e s o l v e r 
e l p rob lema matemát i co . 
En g e n e r a l , a l e s t u d i a r un s i s t e m a nuevo , encon t r a r emos que e s 
d e s e a b l e p r imeramente c o n s t r u i r un modelo s e n c i l l o , l o más 
s i m p l i f i c a d a p o s i b l e , p a r a poder t e n e r una i d e a g e n e r a l de l a 
s o l u c i ó n . Despues ya con c i e r t a e x p e r i e n c i a o b t e n i d a en e l m o d e l o 
s i m p l e s e puede p l a n t e a r un modelo matemático más c o m p l i c a d o con Lo 
c u a l s e ob t end rán r e s u l t a d o s más comp le to s y e x a c t o s . 
S i s temas L i n e a l e s . - El concepto de s i s t ema L inea l e s muv u t i l i z a d o 
en e l l e n g u a j e de l a s matemát icas , pero que son l o s s i s t e m a s l i n e a l e s . 
Los s i s t e m a s 1 i n e a i e s s e pueden d e f i n i r como aquel l o s en l o s que l a s 
e c u a c i o n e s de su modelo matemático son l i n e a l e s . Como l a mayor ía de 
l o s modelos matemáticos de s i s t e m a s de c o n t r o l s e exp re san con 
e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s , e s muy impor tante d e f i n i r que es una 
ecuac i ón d i f e r e n c i a l l i n e a l . 
Una ecuac ión d i f e r e n c i a l e s l i n e a l s i sus c o e f i c i e n t e s son 
c o n s t a n t e s , f unc i ón de l a v a r i a b l e i ndepend i en t e ( t ) o de l a v a r i a b l e 
d e p e n d i e n t e ( x ) a l a p r imera p o t e n c i a . Se a c l a r a que en una ecuac ión 
d i f e r e n c i a l s i empre e l t iempo es l a v a r i a b l e i n d e p e n d i e n t e y l a 
v a r i a b l e d e p e n d i e n t e puede s e r x, y , o z , g ene r a lmente . 
Es impor tante que un s i s t e m a s ea l i n e a l porque so l amente a l o s 
s i s t e m a s l i n e a l e s s e l e s pueden a p l i c a r l o s s i g u i e n t e s dos p r i n c i p i a s : 
a ) El p r i n c i p i o de l a S u p e r p o s i c i ó n y 
b ) El p r i n c i p i o de l a P r o p o r c i o n a l i d a d . 
El p r i n c i p i o de l a S u p e r p o s i c i ó n e s t a b l e c e que cuando tengamos un 
s i s t e m a de c o n t r o l con v a r i a s s e ñ a l e s de e n t r a d a ( f u n c i ó n e x c i t a c i ó n ) 
ac tuando s imu l táneamente , podemos c a l c u l a r l a s a l i d a í f unc i ón r e s p u e s -
t a ) , t r a b a j a n d o con una e n t r a d a a l a vez y sumando l a s s a l i d a s 
p a r c i a l e s o b t e n i d a s con cada e n t r a d a para c a l c u l a r l a s a l i d a t o t a l , 
E s to nos pe rmi t e c a l c u l a r l a r e s p u e s t a a d i v e r s a s e n t r a d a s , t r a t a n d o 
una s o l a e n t r a d a a l a vez y sumanoo l o s r e s u l t a d o s p a r c i a l e s . En pocas 
p a l a b r a s e s t e p r i n c i p i o nos permite a n a l i z a r s i s t e m a s comp l i cados con 
muchas e n t r a d a s c o n s i d e r a n d o una s o l a en t r ada a l a v e z , l o cua l nos 
s i m p l i f i c a e l p rob lema . 
El p r i n c i p i o de l a P r o p o r c i o n a l i d a d e s t a b l e c e que en c u a l q u i e r 
s i s t e m a de c o n t r o l l i n e a l l a s e ñ a l de s a l i d a ( f u n c i ó n r e s p u e s t a ) e s 
p r o p o r c i o n a l a l a s e ñ a l de e n t r a d a i f u n c i ó n e x c i t a c i ó n ) . Lo a n t e r i o r 
s i g n i f i c a que s i l a e n t r a d a aumenta, l a s a l i d a debe de aumentar en l a 
misma p r o p o r c i ó n . S i l a e n t r a d a d i sminuye , l a s a l i d a l ó g i c amente debe 
de d i s m i n u í r en l a misma p r o p o r c i ó n . La p r o p o r c i o n a l i d a d cumpleen un 
s i s t e m a de c o n t r o l l i n e a l una r e l a c i ó n de c ausa—e fec to con l a s 
e n t r a d a s y l a s s a l i d a s . 
S i s t e m a s 1 i n e a i e s i n v a r i a b l e s en e l t iempo y s i s t e m a s 1 i n e a i e s 
v a r i a b l e s en e l t i e m p o . - Los s i s t e m a s d inámicos que son 1 i n e a i e s 
y e s t án c o n s t i t u i d o s por componentes concen t r ados e i n v a r i a b l e s en e l 
t i empo, pueden s e r r e p r e s e n t a d o s por e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s l i n e a l e s 
i n v a r i a n t e s en e l t i empo . E s t o s s i s t e m a s r e c i b e n e l nombre de l i n e a l e s 
i n v a r i a n t e s en e l t iempo ( o l i n e a l e s can c o e f i c i e n t e s constan t.?s ^ . En 
s e g u i d a se r e p r e s e n t a una ecuac ión d i f e r e n c i a l de un s i s t e m a 1 inea l 
i n v a r i a n t e en e l t i empo . 
, z , d x = dx . . „ + 5 +• lOx = 8 
d t 2 d t 
Los s i s t e m a s r e p r e s e n t a d o s por e cuac i ones d i f e r e n c i a l e s , cuyos 
c o e f i c i e n t e s son f u n c i o n e s de l tiempo r e c i b e n e l nombre de •-•>;•:>>'•'>< 
l ini?ales v-jr \ les en .?1. t ¡.-¿"neo. E s to q u i e r e d e c i r que l a ecuac ión 
d i f e r e n c i a l en e s t e c a s o cambia con e l tiempo cons tantemente . Se 
r e p r e s e n t a en s e g u i d a una ecuac ión d i f e r e n c i a l v a r i a b l e en e l t iempo. 
Como se puede v e r en l a ecuac ión a n t e r i o r , e l segundo término 
cambia constantemente con e l t iempo. 
S i s t emas No L i n e a l e s . — Los s i s t e m a s de c o n t r o l gene ra lmente se 
r e p r e s e n t a n matematicamente por medio de e cuac i one s l i n e a l e s , pero l a 
verdad es que en l a v i d a r e a l l a mayor p a r t e de l o s s i s t e m a s son no 
1 i n e a l e s . En a l g u n o s s i s t e m a s 1 i n e a l e s también d i c h a 1 i n e a l i d a d es 
r e s t r i n g i d a a un de te rminado rango de o p e r a c i ó n . 
La 1 i n e a l i d a d se puede pe rde r en un s i s t ema de c o n t r o l , por 
e j e m p l o por s a t u r a c i ó n , cuando e l n i v e l de seRal de e n t r a d a o s a l i d a 
es muy e l e v a d o . También se puede p e r d e r l a l i n e a l i d a d por haber una 
f r a n j a o zona muerta y por ú l t i m o también s e puede p e r d e r i a 
l i n e a l i d a d por a l g u n o s componentes cuya ope rac ión sea. p r o p o r c i o n a l a 
r e l a c i o n e s c u a d r á t i c a s o de orden s u p e r i o r . 
La s o l u c i ó n de s i s t e m a s no l i n e a l e s e s más comp l i cada que l o s 
s i s t e m a s l i n e a l e s , por l o que se desea s iempre t r a b a j a r con s i s t e m a s 
l i n e a l e s . La mayor ía de l a s veces aunque e l s i s t ema s ea no l i n e a l , e s 
p o s i b l e l i n e a l i z a r l o aunque sea en un rango r e s t r i n g i d o de o p e r a c i ó n . 
Un poco más a d e l a n t e s e verán a l g u n o s métodos matemáticos pa ra 
l i n e a l i z a r modelos matemát icos no l i n e a l e s . 
A c o n t i n u a c i ó n en l a f i g . 3—i s e r ep r e s en t an a l g u n a s c u r v a s 
c a r a c t e r í s t i c a s de s i s t e m a s no l i n e a l e s . 
dx 
d t 
+ 4x = 12 
íoJ lia. 
¿yilmJa. 
u SdM 
F i g . 3 - 1 Curvas c a r a c t e r í s t i c a s de S i s temas No L i n e a l e s 
F ' J N C i QNtS DE TRANSFERENCIA 
La Función de T r a n s f e r e n c i a de un s i s t ema de c o n t r o l l i n e a l 
i n v a r i a n t e en e l t iempo se puede d e f i n i r como l a r e l a c i ó n de l a 
Trans fo rmada de L a p l a c e de l a s a l i d a ( f u n c i ó n r e s p u e s t a ) a la 
Trans formada de L a p l a c e de l a e n t r a d a ( f u n c i ó n e x c i t a c i ó n ) , suponiendo 
que todas l a s c o n d i c i o n e s i n i c i a l e s son c e r o . 
En s e g u i d a se c a l c u l a r á l a Función de T r a n s f e r e n c i a de un s i s t ema 
de c o n t r o l cuyo modelo matemático es l a ecuac ión d i f e r e n c i a l 
.<n ) , <n - l > aoy + aiy + » , . + an-iy + any = 
. , <m>. , , <m-l>, . , 
= b o X + b i x + . . . + b m - i ; ; +• bmX 
En l a ecuac ión a n t e r i o r s e supone que " x " e s l a s e ñ a l de e n t r a d a y 
" y " e s l a s e ñ a l de s a l i d a de l s i s t ema de c o n t r o l . Pa ra o b t e n e r 1 a 
Función de T r a n s f e r e n c i a de l s i s t ema de c o n t r o l s e c a l c u l a r á l a 
t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e con c o n d i c i o n e s i n i c i a l e s i g u a l a c e r o de l a 
e cuac i ón d i f e r e n c i a l y después s e d e s p e j a l a r e l a c i ó n de l a s a l i d a a 
l a e n t r a d a . T rans fo rmando ambos miembros de l a ecuac ión 
aosnY(s> + ais<n 1>Y<s> + . . . + an-isY<s> + anY<s> = 
= bos"\Xts> + bis<m 4>X<s>+, , . + bm-isX(sJ + bmX(s) 
r n cn-i) Yís>[ sos •+• a is + . . . + an-is + anj = 
„ m , i m - i ) , 
= X(s>[ b o S + b i s + b m - t S -i- QmJ 
Función de T rans f e r e n c i a = 6<s> = "• = X es) 
G<s> = Y ( s > X ( s > 
, m * m - 1 bos + b i s +. + bm- i s + br 
n n -1 aos +• a i s - . + a n - í s + ai 
Genera lmente en una f u n c i ó n de t r a n s f e r e n c i a e l orden de l 
exponente "n " s i empre e s mayor que e l exponente "m". 
La Función de T r a n s f e r e n c i a de un s i s t ema de c o n t r o l nos dá l a 
r e l a c i ó n de l a s e ñ a l de s a l i d a y de e n t r a d a , s i e n d o e l s i s t ema l i n e a l 
e i n v a r i a n t e en e l t i empo . Es impor tante hacer n o t a r que aunque l a 
Función de T r a n s f e r e n c i a r e l a c i o n a l a s a l i d a y l a e n t r a d a de un 
s i s t e m a , é s t a no depende n i de l a e n t r a d a n i de l a s a l i d a , ya que s o l o 
depende de l o s componentes i n t e r n o s de l s i s t e m a de c o n t r o l . 
Las un idade s de l a f u n c i ó n de t r a n s f e r e n c i a s e rán l a s que resu1 ten 
de l a r e l a c i ó n de l a s a l i d a a l a e n t r a d a de l s i s t e m a , s i n embargo no 
nos dá n inguna i n f o r m a c i ó n s o b r e l a n a t u r a l e z a f í s i c a de l s i s t e m a , por 
l o que s i s t e m a s de c o n t r o l de d i s t i n t a n a t u r a l e z a es p o s i b l e que 
tengan 1a misma f u n e i ó n de t r a n s f e r e n c i a . 
C á l c u l a de l a Funcion de Í r a n í f e r s n c i a . - Ensegu ida se c a l c u l a n la 
Función de T r a n s f e r e n c i a de a l gunos s i s t emas de c o n t r o l mecánicos / 
e l é c t r i c o s ampliamente u t i l i z a d o s en l a p r á c t i c a . El p roced imien to 
g e n e r a l para o b t e n e r l a Función de T r a n s f e r e n c i a c o n s i s t e en 
d e s a r r o l l a r l o s s i g u i e n t e s p a s o s : 
1.— P l a n t e a r e l Modelo Matemático de l S i s tema que c a s i s i empre e s 
una o v a r i a s e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s . 
2 . - C a l c u l a r l a T rans fo rmada de L a p l a c e de l a o l a s e c u a c i o n e s 
d i f e r e n c i a l e s que forman e l Modelo Matemát ico , suponiendo 
c o n d i c i o n e s i n i c i a l e s i g u a l a c e r o . 
3.— H a l l a r l a r e l a c i ó n de l a s a l i d a Y ( s ) r e s p e c t o a l a e n t r a d a 
X ( s ) . S i endo é s t a r e l a c i ó n l a Función de T r a n s f e r e n c i a . 
Como se d i j o a n t e r i o r m e n t e , para p l a n t e a r e l Modelo Matemático es 
muy impor tante t e n e r conoc im ien to s s o b r e e l s i s t e m a en p a r t i c u l a r que 
s e va a r e p r e s e n t a r por medio de e cuac i one s d i f e r e n c i a l e s . Po r e j e m p l o 
s i s e va a e s t u d i a r c i r c u i t o s e l é c t r i e o s es n e c e s a r i o t ene r 
conoc imien to de l a s p r i n c i p a l e s l e y e s que g o b i e r n a n l a o p e r a c i ón de 
l o s c i r c u i t o s ( Ley de Ohm, Leyes de K i r c h h o f f , e t c ) . 
v é h i c u l a 
que l e s 
meaio de 
S i s tema Mecánico de T r a s l a c i ó n . - Se c a l c u l a r á l a Función de 
T r a n s f e r e n c i a de un s i s t ema mecánico muy conoc i do , l lamado S is tema 
Masa—Resorte—Amortiguador por s e r é s t o s t r e s e l ementos i o s componentes 
de l s i s t e m a . Una de l a s p r i n c i p a l e s y más c o n o c i d a a p l i c a c i ó n de e s t e 
s i s t e m a mecánico e s e l S i s tema de Suspens ión de c u a l q u i e r 
moto r i z ado , 1 lámese c a r r o , camión, t ren é t e . Todos sabemos 
c a r r o s t i enen una c i e r t a c an t i d ad de masa que se suspende por 
r e s o r t e s y/o m u e l l e s y amor t i guado re s de d i f e r e n t e s t i p o s . 
El p r o p ó s i t o de l a suspens ión de un coche es e l p r o p o r c i o n a r a sus 
ocupantes l a máxima comodidad p o s i b l e durante e l v i a j e , amotiguando l o 
más que se pueda l a s i r r e g u l a r i d a d e s de l camino o c a r r e t e r a . 
Los a m o r t i g u a d o r e s son d i s p o s i t i v o s que proveen mediante f r i c c i ó n 
v i s c o s a e l amor t i guamiento . Cons i s t en en un p i s t ó n y un c i l i n d r o 
r e l l e n o de a c e i t e . C u a l q u i e r movimiento r e l a t i v o e n t r e e l e j e d e l 
p i s t ó n y e l c i l i n d r o , encuent r a r e s i s t e n c i a p roduc ida por e l a c e i t e , 
d e b i d o a que é s t e debe f l u i r a t r a v é s de pequeños o r i f i c i o s que t i e n e 
e l p i s t ó n . 
En l a f i g . 3—2 s e r e p r e s e n t a un d iagrama esquemát ico d e l s i s t e m a 
Masa—Resorte -Amort iquador . /////////•o-
F i g . 3—2.— Sistema Mecánico 
Masa—Resorte—Amortiguador 
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sería ¿ ra a n c : t ; c i ó n , o t r a as ¿a t u e r z a cus e j e r c e a . - a a c - z a - zue as 
i c u a ; e.i D raauc to as l a c o n s t a n t e d s i r e s c a t a " zc r a. 
z e s z ^ a zanzen t e o a i a masa " v " , í_a t e r c e r a Tuerza aa i a cus = j a r e a = 
a m o r t i g u a d o r v as i g u a l a¿ o r c o u c t c ze.1 c z e T i z x s n t e ce ' - ' 
v i s c o s a " f " a s i a m c r t i g u a a c r o c r i a v e l o c i d a c za . = masa. 
La e c u a c i o r tundamen ta . cus s e a c i z z a an -=?sc = a iate-na - s z zn . _ r z a : 
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Trans f a rmando c o r L a o i a c e l a e c u a c i ó n a n t e r i o r : 
m [ s2V'.s> - avto> — y ' <o>] + f [ sV«s> - v<o>] f K.Y<.3> = X<s> 
C o n s i d e r a n d o c o n d i c i o n e s i n i c i a l e s i g u a l c e r o . l a e c u a c i ó n 
t ra." s r c r .Ti ac a i i rnc i i * i'.:a cusa? e a z . - i Di r s e como - i d u s ; 
¡'•.síf na f f s * « l ~ • -.) 
ia f u n c i ó n da t r a n s f e r e n c i a . 
ca a se z-.-.aza c t c e n a r 
t3<S> Y . j 
X < -. > 
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s e n t a n d o s i Tí . s m o e c r U n c i r c u í s ' J c i ' i : " - 1 - - 7 3 - -
t r a n s f e r s n c i s =-=-5 e q u i v a l e n t e . r í u c h e s s i e n e m a s : s 
n a t u r a l e z a s o n s i m u l a d o s e x p e r i m e r t a i m e n t e c c n c i r c u i o s s :4c : r : : 
e i e c t r á n i c Q S a n á l o g o s v a c u s e s t o - r a s m u e n a e ^ e n c a j a s , 
s i s c e m e , e l é c t r i c o g e n e r a l m e n t e e s ít-uv f á c i l e s c c n s ^ u ^ , e = 
b a r a t o v s e d i s c o n e c e g r a n c a n t i d a d d e i r s t r u m s n t o s a s n s c i n ó -
m e d i r v r e g i s t r a r d r a c e i c a m e n e s t e d a s l a s s e ñ a l e s r e e n t r a d a 
s a l i d a , e s t e n c s e c u e c e d e c i r c a r a o t r o t i c o c e s i s e s m a s . 
0 c o n c i n u a c i c ^ s e e s t u c i a r á n a l g u n o s s i s e a ñ a s a n a l e g o s u s e ¿ r . 
e l e e t r i c e s , 
i r - a i c c i a F u e r e a - V s n s i - i - n - ^ a r a c e n e s e . - s r l a ana 
h u e r c a - T e n s i - i r , n es c a s a r e mee s r l e s s i s e s - a s e i s c e r i c i - m e c a r i e 
l a s f i g u r a s 3-7 .a v 2 - 7 c , _ a s e c u a c i o n e s c i ? = ' = n c 1 a 1 e s eus - s e a s 
matemác icamsn ~e i a o c e r a c c e n e n e s s i s t e m a s s e " -
- i e * 
S1 s - e na £ 1 é c e -- i c -
a ) u > 
d Z K - dx 
c a r a e l s i s t e m a m e c á n i c o m — r * r K _ 
d i 1 r 
c a - a e l c i r c u i t o e L e c t r . e e L _ C 7 + T~ I ~ a 
L a e c u a c i ó n 3 - 6 s e g u a c e t r a n s f o r m a r en l a s i e u -.e--.ee a c u a c U 
s u b s t i t u i m o s i a c o r r i e n t e 31.4c c r i c ? 1 = ce c - . 
c 2 a 
•:! t: 
- 1C ;-< —— —r C = e de u 
Si se comparan l a s e c u a c i o n e s 3—5 y 3 -7 se puede ve r due sor. de? 
forma i d é n t i c a , pues s ó l o l a s l i t e r a l e s son d i f e r e n t e s - De l a 
comparación a n t e r i o r de l a s e cuac i one s se puede o b t e n e r e l s i g u i e n t e 
cuadro de a n a l o g í a s f u e r z a - t e n s i ó n . s i endo e s t o s parámetros l o s 
e l ementos a c t i v o s de ambos s i s t e m a s mecánico y e l é c t r i c o . 
T a b l a 3 - 1 Cuadro de A n a l o g í a s F u e r z a - T e n s i ó n 
S i s tema mecánico S is tema e l é c t r i c o 
f u e r z a p ( p a r T ) 
masa m (momento de i n e r c i a J ) 
c o e f i c i e n t e de f r i c c i ó n v i s c o s a f 
c o n s t a n t e de r e s o r t e k 
d e s p l a z a m i e n t o ;< ( á n g u l o O) 
v e l o c i d a d x ' ( v e l o c i d a d a n g u l a r 0') 
t ens ión e 
m d u c t a n c i a L 
r e s i s t e n c i a R 
r e c i p r o c a de c a p a c i t a n c i a 1/C 
c a r g a q 
c o r r i e n t e i 
A n a l o g í a f u e r z a — c o r r i e n t e . — Es ta es o t r a a n a l o g í a que también se 
puede u t i l i z a r e n t r e s i s t e m a s e l é c t r i c o s y mecánicos , tomando como 
e lementos a c t i v o s l a f u e r z a en e l s i s t e m a mecánico y l a c o r r i e n t e en 
e l c i r c u i t o e l é c t r i c o . 
P a r a demost ra r é s t a a n a l o g í a nos basaremos en l o s s i s t e m a s 
mecánico y e l e c t r i c o r e p r e s e n t a d o s en l a f i g , 3—S a v b . 
P ~ 1 
F i g . 3 - 8 a 
> > > 
<-Z 
F i g . 3 - 8 b 
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P a r a e l s i s t ema mecánico masa—resorte—amort iguador , e l modelo 
matemático que l o r e p r e s e n t a e s l a misma ecuac ión a n t e r i o r 3—5. 
m + f Ü ^ + k s = p 
d t ( 3 - 8 ) 
P a r a e l c i r c u i t o e l é c t r i c o en p a r a l e l a y a p l i c a n d o l a l e y de 
c o r r i e n t e s de K i r e h h o f f tenemos s 
1L + IR +• 1C = ÍS 
L X S d t + ^ + C 5T - = 1 5 ( 3 " 9 ) 
S u b s t i t u y e n d o e = en l a ecuac ión a n t e r i o r 3—9 tenemos: a t 
f -L d i , - L o d t R + C d t 
JL = i s 
Reordenando l a e cuac i ón s e puede e s c r i b i r en l a s i g u i e n t e fo rma : 
d t 
Comparando l a s e c u a c i o n e s 3—10 y 3—S se puede ve r que son 
e c u a c i o n e s de s i s t e m a s a n á l o g o s . Es ta a n a l o g í a s e denomina a n a l o g í a 
f u e r z a — c o r r i e n t e . En l a t a b l a 3—2 s e r e p r e s e n t a e l cuadro de a n a l o g í a s 
completo comparando e lemento por e lemento . 
T a b l a 3—2 Cuadro de A n a l o g í a s f u e r z a — c o r r i e n t e 
S i s tema mecánico S i s tema e l é c t r i c o 
f u e r z a p ( p a r T) 
masa m ( i n e r c i a J ) 
c o e f i c i e n t e de f r i c c i ó n v i s c o s a f 
c o n s t a n t e de r e s o r t e k 
d e s p l a z a m i e n t o x ( á n g u l o Q) 
v e l o c i d a d x ' ( v e l . a n g u l a r & ' ) 
c o r r i e n t e i 
c a p a c i t a n c i a C 
r e c i p r o c a de r e s i s t e n c i a 1/R 
r e c i p r o c a de i n d u c t a n c i a 1/L 
e n l a c e de f l u j o magnét ico y 
t ens i ón e 
Los s i s t e m a s a n á l o g a s son impor t an te s en l a p r á c t i c a ya que nos 
permiten s i m u l a r un s i s t e m a a n a l i z a n d o o t r o s i s t ema de n a t u r a l e z a 
d i s t i n t a . Por e j e m p l o s e puede s i m u l a r un s i s t e m a mecánico mediante un 
c i r c u i t o e l é c t r i c o a n á l o g o . Genera lmente se p r e f i e r e e s t u d i a r 
c i r c u i t o s e l é c t r i c o s a n á l o g o s porque t i enen una s e r i e de v e n t a j a s en 
comparac ión con o t r o s s i s t e m a s como e l mecánico . El c i r c u i t o e l é c t r i c o 
es muy b a r a t o , f á c i l de c o n s t r u i r , f á c i l pa ra v a r i a r c u a l q u i e r 
e lemento ( r e s i s t e n c i a v a r i a b l e , condensador v a r i a b l e e t c ) y s e d i s p o n e 
de g r an c a n t i d a d de a p a r a t o s pa ra medir f á c i l m e n t e c u a l q u i e r s e ñ a l de 
v o l t a j e , c o r r i e n t e , forma de onda en o s c i l o s c o p i o o d i b u j a r l a en un 
g r a f i c a d o r . Se debe t e n e r cu idado a l a p l i c a r a n a l o g í a s e n t r e dos 
s i s t e m a s t r a b a j a n d o en una r e g i ó n de ope rac i ón muy a m p l l a , pues s e 
debe r e c o r d a r que l a s e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s son ap rox imac iones 
materna t i c a s a l o que sucede en 1 a rea1 i d a d . 
3 - 3 . - L INEAL!ZACION DE MODELOS MATEMATICOS NO LINEALES. 
Como ya s e d ú o a n t e r i o r m e n t e s i e m p r e s e d e s e a t r a b a j a r con 
s i s t e m a s l i n e a l e s . S i n embargo l a mayor í a de i o s s i s t e m a s r e a l e s son no 
l i n e a l e s po r l o que hay n e c e s i d a d de l i n e a l i z a r un modelo aunque s e a 
en un r a n g o de o p e r a c i ó n pequeño . A c o n t i n u a c i ó n s e v e r á un 
p r o c e d i m i e n t o matemát ico pa r a l i n e a l i z a r un modelo no l i n e a l . 
La b a s e de e s t e p r o c e d i m i e n t o e s e l d e s a r r o l l o de una f u n c i ó n en 
una s e r i e matemát i ca denominada s e r i e de T a y l o r . S i tenemos un s i s t e m a 
de c o n t r o l en e l que l a s e ñ a l de e n t r a d a s e a x ( t ) y l a s a l i d a y ( t ) . S i 
l a r e l a c i ó n e n t r e ambas s e ñ a l e s e s t á dada por l a s i g u i e n t e e c u a c i ó n : 
y = f ( x ) ( 3 - 1 1 ) 
S i e n d o x y y l a s c o n d i c i o n e s no rma l e s o n o m i n a l e s de o p e r a c i ó n , l a 
e c u a c i ó n 3—11 puede s e r d e s a r r o l l a d a en s e r i e de T a y l o r a l r r e d e d o r de 
e s t e punto en l a s i g u i e n t e f o rma s 
y = Ha) = f ( x ) - x ) + -L. (x - 2 + ( 3 - 1 2 ) 
O X ¿ . .2 
d X 
2 2 l a s d e r i v a d a s d f / d x , d f /dx . . . . s e c a l c u l a n en x = x . 
C o n s i d e r a n d o que en l a e c u a c i ó n 3 - 1 2 l a d i f e r e n c i a e n t r e :•< v a e s 
pequeña , d i c h a d i f e r e n c i a pequeña e l e v a d a a l c u a d r a d o s e r í a mas 
pequeña , po r l o que e l t é rmino que t i e n e l a segunda d e r i v a d a y l o s 
s i g u i e n t e s s e pueden d e s p r e c i a r s i n i n c u r r i r en mucho e r r o r . La 
e c u a c i ó n 3—12 s e s i m p l i f i c a a l a s i g u i e n t e f o r m a : 
y = y + K(x -
o b i e n y — y = K(x - x ) (3—13) 
donde y = f ( x ) K = dx x=x 
La e c u a c i ó n 3—13 e s una e c u a c i ó n l i n e a l de una r e c t a que s e o b t u v o 
de l a e c u a c i ó n 3—11 l a c u a l e s no 1 i n e a l . La ú n i c a 1 i m i t a c i ó n e s que 
e l v a l o r de x no debe s e r muy d i f e r e n t e de x . Lo a n t e r i o r s i g n i f i c a 
que e l r ango de o p e r a c i ó n d e l s i s t e m a debe s e r e s t r e c h o . 
A c o n t i n u a c i ó n s e e s t u d i a r á un s i s t e m a de c o n t r o l no l i n e a l cuya 
s a l i d a e s " y " con dos e n t r a d a s x i y X2. La r e l a c i ó n e n t r e l a s a l i d a y 
l a s e n t r a d a s e s l a s i g u i e n t e r e l a c i ó n no 1 i n e a l : 
y = f ( x i , x z ) ( 3 - 1 4 ) 
Con e l f i n de l i n e a l i z a r en forma ap rox imada e l modelo no l i n e a l , 
d e s a r r o l 1 a r e m o s en s e r i e de T a y l o r l a e c u a c i ó n 3 - 1 4 a l r r e d e d o r d e l 
punto normal de o p e r a c i ó n x i ,X2 . 
, > 
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31 ende l a e c u a c i ó n o 3 u~e - s e : ? . a~ 
i i n e a ^ i z a c c i a f u n c _ . " zúa z r z z z ' s 
c e r v c n o - c - - i c r s'ui _ c c , - En ,a " i ; . - I— =5 - a e r a s e - z a ur S e r v o m o t o r 
H z d r á u i ¿ c : = e l z ú a , e s un e q u i p o amc i i a f l i sn t s u t i l i z a d o en l a i n d u s t r i a 
como a m c i i - z z a d o r d e p o t e n c i a h i d r á u l i c o , c o n t r o l a d o po r una v á l v u l a 
P i l o t e . La v a i v u l a D i l o t o c o n t r o l a l a e n t r a o s v l a s a l i d a a s i a c e i t e 
a i c i l i n d r o c e p o t e n c i a . La p o s i c i ó n de l a v á l v u l a d i c t o aa cusde 
c o n t r o l a r o o r - t ed i o de c o c i n a s e l é c t r i c a s a - l e s l a d o s da i a _ v a i v u i a o 
en f o r m a e l e c t r ó n i c a con un d i s p o s i t i v o e s p e c i a l H a m a c o LVD = c r =u = 
i n i c i a l e s en m o l e s í t r a n s f o r m a d o r d i f e r e n c i a l de v e i t a j a i m c ? D . t i 
m o v i m i e n t o de l a v á l v u l a d i l a t e g e n e r a l m e n t e e s muv " s c u á í : t e unz = 
c u a n t o s m i l í m e t r o s . 
A c o n t i n u a c i ó n s e e x p l i c a a i r .-.r z i o n a m i s n t o d e l s e r v o m o t o r : cuando 
s e d e s p l a z a l a v á l v u l a p i l o t o a :a d a r e c r a . a i a c a u t e a = e n t - z 
ai c i l i n d r o de x t e ^ c i a a l a zamara s^i. " C - i a - t t = -
n o r s n e a la : r q a a l a c e r a c n a v e v a c u a n d o a . a c a i i e tus aa a - z u a n - a 
an l a camara - 2 . ¿u :a / á i v u l a p i l o t o s e mueva a l a i z o z i e r d a . j= i 
a c e i t e e n t r a a la zamara P 2 v s a l e e l a c e i t e c ..a as e n c u e n t r e en 
L'A v e n t a j a d e l S e r vomoto r H i d r á u l i c o co' ; >. c- to on- T».O c~\)n un^ 
peauei ía s e f í a l de c o n t r o i que s e - a p l i c a e l4t t r t « . c- «? • '¿c t r on icaraen t e 
p a r a mover l a v á l v u l a p i l o t o , e l s i s t e m a puad^ .tu »ver una c a r g a de g r a n 
tama f ío . L a s p r i n c i p a l e s v a r i a b l e s que en t r an « n i ueqo en e l S e r v o m o t o r 
son Ï 
Q = C a n t i d a d de a c e i t e a l c i l i n d r o de o c t o n c i a en K y / s e g . 
AP = P2 — Pi = D i f . de P r e s i ó n s o b r e e l p i s t ó n de p o t e n c i a 
en Kg/cm 
x = D e s p l a z a m i e n t o de l a v á l v u l a p i l o t o en cm. 
fctitt * 
Oiemije ft«,,. 
F i g . 3—9 D iag rama e s q u e m á t i c o de un se r/ornotor h i d r áu i i c o -
En l a í i q - 3 - 9 s e puede v e r que l a c a n t i d a d d e a c e i t e Q depende o 
e s f u n c i ó n d e l d e s p l a z a m i e n t o ">;" y de l a d i r , de p r e s i ó n AP. S e r e l a -
c i o n a n l a s t r e s v a r i a b l e s con l a s i g u i e n t e e c u a c i ó n no l i n e a l ; 
G = f ( x , AP) 
S i s e 1 i n e a l i z a é s t a e c u a c i ó n t r a b a j a n d o e l s i s t e m a c e r c a d e l 
punto normal d e o p e r a c i ó n G, x , AP , l a e c u a c i ó n s e c o n v i e r t e , en s 
q _ Q = Ki ( - - KzíAP - AP ) 3 - 1 6 
donde 
G = f l x , AP ) 
<?Q I * U j « I Úx |x=x, AP-AP 
K» - - <?AP x=x. AP=AP 
P a r a é s t e s i s t e m a en p a r t i c u l a r , l a condir i ' .V i normal de o p e r a c i ó n 
e s ~ = O . AP = O y 0 = O. P o r l o t a ñ í J s u b s t i t u y e n d o é s t a s 
c o n d i c i o n e s n o r m a l e s en l a e c u a c i ó n 3 - 1 6 , s e o».'«. Lene 
p = kix - KzAP -•-17 
C o n s i d s r a n a o e i aasp laza . in i en t o ;; conic i a a ena i de an c^ac 
e s s e i a z am i en t c " V " d e l p i s t o n da D O t an c i a c one s a i i C a , - 5 J . ^ C I C N 
' ' a n s r s r e n c i a pa - a s ; s e r vomc - . c r n i c r a u 1 i c o e s : 
Y<s> _ (->*• 1 ' > 2 _ ^ t ' " 
X f3> ,n -52 -f I r +- f 2 I -3 s[-r.s •*-••-»- A*~,o/ ?- 2 1 
f !••»> 
X«»» . PM' 2 . Tr 2 I  T p 2 ^/g. 
S l H' 1 ftKi T P 
D i v t o i e « a c ae r-JBvo Xa f r a c c i c " . a n - a r i o r sofe^e ¿a =3r.3-ía-":a 
o ene « i»^ ao-s ** 
[ + — i * 
donas s K — 
r - í l i - + fifi-i 
1 AKi Ki J = * 
m ; K z + 4 S 2 - + - 7 ^ - « t rs H. 1 3 ft.M AKi 1 
J 
A < i < i 
«l K'2 
AKa K* 
-zans-tants K s e Le denomina q a n a r z i a c e : ae-"/sir.c:cr 
-.-a c o n s t a r - - « r e s ¿lamaca conacancs c e ?¿e¡itc<? r e . ra.—* ornee 
Seneralmen-ce e s c c n v a n i e n i e t e n e r en un «¿acema e l tnám a l e e v í * c r c 
v e l más «ba jo v a l o r de T va aue a s i s e l e g r a r a ana « ¿ s v a c a g a n a n c i a 
un tieiRoo d e r e s o u e s u oeaueRo. 
^ M S ) ^ 
, I 
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F i g . 4—2.— D e t e c t o r de E r r o r o Sumador. 
Como s e puede v e r en l a f i g . 4—2, e l Sumador t i e n e dos e n t r a d a s y 
una s a l i d a . La s a l i d a v i e n e s i endo l a suma a l g e b r a i c a de l a s 
e n t r a d a s . Cada en t r ada t i e n e un s i g n o que s e r e p r e s e n t a en e l sumador. 
Normalmente l a s e n t r a d a s s e r ep re sentan con l a s l e t r a s R ( s ) y C ( s ) 
y l a s a l i d a con l a l e t r a E ( s ) . La en t r ada R ( s ) e s l l amada e n t r a d a de 
r e f e r e n c i a , l a s e ñ a l C ( s ) e s una s eña l de r e t r o a l i m e n t a c i ó n , que s e 
compara con R ( s ) y de d i cha comparación s e o r i g i n a l a se f ía l de s a l i d a 
E ( s ) l l amada se f ía l de e r r o r . 
L a s s e ñ a l e s de e n t r a d a de l Sumador o De t ec to r t i enen que s e r de l a 
misma n a t u r a l e z a ya que de o t r a manera no s e pueden sumar o comparar . 
Po r e j emp lo no podemos sumar una seña l de v o l t a j e con una s eña l de 
v e l o c i d a d . 
Diagrama de B loques de un s i s t ema de l a z o cer rado .— En l a f i g . 4—3 s e 
r e p r e s e n t a e l d iagrama de b l oques de un s i s tema de c o n t r o l de l a z o 
c e r r a d o . A é s t a r e p r e s e n t a c i ó n también s e l e 1lama forma canón ica de 
un s i s t ema de l a z o c e r r a d o . Se l e l lama l a z o c e r r a d o porque l a s eña l 
r ea lmente forma un l a z o a l r e t r o a l i m e n t a r s e de l a s a l i d a a t r a v é s de 
H ( s ) h a s t a e l sumador. 
F i g . 4—3 Sistema de Lazo Ce r r ado . 
Al b l oque 6 ( s ) s e l e l l ama Función de t r a n s f e r e n c i a de l a z o 
a b i e r t o y e s i g u a l a : _ . . 
6 Í S ) - ETST 
Al b l oque H ( s ) s e l e 1lama Función de t r a n s f e r e n c i a de l a 
r e t r o a l i m e n t a c i ó n y e s i g u a l a s _ , v 
H ( s > • I t I T 
Al p roducto de G ( s ) H ( s ) s e l e l lama Función de T r a n s f e r e n c i a de 
Lazo A b i e r t o y e s i g u a l a : . 
A l a r e l a c i ó n de l a s a l i d a C ( s ) y l a en t r ada R ( s ) de l d iagrama de 
b l oques s e l e l lama Función de T r a n s f e r e n c i a de Lazo Ce r r ado y s e c a l -
c u l a de l a s i g u i e n t e fo rma . Tomando como base l a f i g u r a 4—3: 
C ( s ) = G ( s ) E ( s ) ( 4 - 1 ) 
E ( s ) = R ( s ) - B ( s ) ( 4 - 2 ) 
Subs t i tuyendo E ( s ) de l a ecuac ión 4 - 2 , en l a ecuac ión 4 - 1 , s e 
ob t i ene s 
C ( s ) = 6 ( s ) [ R ( s ) - B( s ) ] ( 4 - 3 ) 
P a r t i e n d o de l a Función de T r a n s f e r e n c i a de l a R e t r o a l i m e n t a c i ó n , 
podemos d e s p e j a r B ( s ) = H ( s ) C ( s ) . Ahora sub s t i t uyendo e s t e v a l o r de 
B ( s ) en l a ecuac ión 4—3, tenemos: 
C ( s ) = G ( s ) [ R ( s ) - H ( s ) C ( s ) ] = S í s ) R ( s ) - G ( s ) H ( s ) C ( s ) 
o también C ( s ) + G ( s ) H ( s ) C ( s ) = G ( s ) R ( s ) 
C ( s ) £ 1 + G ( s ) H ( s ) ] = G ( s ) R ( s ) 
C ( s ) G ( s ) ( 4 - 4 ) 
R ( s ) ~ 1 + G ( s ) H ( s ) 
La ecuac ión a n t e r i o r (4—4) e s l a Función de T r a n s f e r e n c i a de Lazo 
Cer rado y e s de suma impor tanc i a en c u a l q u i e r s i s t ema de c o n t r o l con 
r e t r o a l i m e n t a c i ó n . La Función de T r a n s f e r e n c i a de Lazo Cer rado 
r e l a c i o n a l a se f ía l de s a l i d a y l a en t r ada de l s i s t e m a , pe ro no depende 
n i de l a e n t r a d a , n i de l a s a l i d a , s i n o que depende únicamente de l a s 
componentes i n t e r n a s d e l s i s tema de c o n t r o l que s e a n a l i c e . 
De l a ecuac ión 4—4 s e puede d e s p e j a r e l v a l o r de l a se f ía l de 
s a l i d a C ( s ) como s i g u e s 
C ( s ) - 1 + BÍISH(5) R ( s > < 4 " 5 > 
La ecuac ión 4—5 nos i n d i c a que l a s a l i d a de un s i s t ema de c o n t r o l 
de l a z o c e r r a d o depende de l a en t r ada R ( s ) y de l a s componentes 
i n t e r n a s de l s i s tema de c o n t r o l . E s t e r e s u l t a d o e s e l más l ó g i c o que 
s e pod í a e s p e r a r . 
Sistemas de Lazo Cerrado Sometidos a una P e r t u r b a c i ó n Y a se d i j o con 
a n t e r i o r i d a d que cuando un sistema de l a zo a b i e r t o se somete a una 
pe r tu rbac i ón , é s ta a f e c t a adversamente e l v a l o r de l a sefial de s a l i d a , 
ya que l a perturbac ión e v i t a que se obtenga la s a l i d a deseada . Pero s i 
l a misma perturbac ión s e presenta en un s istema de l a zo ce r r ado , é s t e 
t i ene l a capacidad de minimizar e l e f e c t o de d icha per turbac ión y 
e v i t a r que l a s a l i d a sea a f e c t a d a . 
Esta capacidad de poder abso rbe r l o s e f e c t o s de l a s pe r tu rbac iones 
de l o s s i s temas d e ' l a z o ce r rada es una de l a s grandes v e n t a j a s que s e 
t i ene a l u t i l i z a r l a zo cer rado en l u ga r de l azo a b i e r t o . 
Para demostrar l o a n t e r i o r se a n a l i s a r á un s istema de con t ro l de 
lazo ce r rado sometido a una per turbac ión como se i nd i c a en e l diagrama 
de b loques de l a f i g . 4—4. 
F i g . 4 - 4 . - Sistema de Lazo Cerrado sometido a una pe r tu rbac ión . 
Como se puede v e r , e l s istema de cont ro l t i ene dos en t r adas , una 
es l a entrada normal R ( s ) o entrada de r e f e r e n c i a y l a o t r a e s una 
sefíal de entrada i nde seab l e N ( s ) o pe r tu rbac ión . Para obtener l a 
s a l i d a t o t a l C ( s ) , se a n a l i z a r á e l s i s tema ap l i cando e l p r i n c i p i o de 
l a supe rpos i c i ón . Primeramente se cons ide r a r á s ó l o l a entrada R ( s ) con 
lo cua l se obtendrá una s a l i d a p a r c i a l que llamaremos C i ( s ) . Después 
se a p l i c a r á s ó l o l a ent rada N ( s ) l o cua l p roduc i rá o t r a s a l i d a p a r c i a l 
que llamaremos C z ( s ) . La suma de l a s dos s a l i d a s p a r c i a l e s C i ( s ) y 
C2 ( s ) nos dará l a s a l i d a t o t a l C ( s ) . 
Ap l icando solamente l a entrada R ( s ) , e l diagrama de b loques se 
i nd i c a en l a s i g u i e n t e f i g u r a 4 - 5 . 
De l a f i g . 4—5 se puede c a l c u l a r l a func ión de t r a n s f e r e n c i a 
C i ( s ) / R ( s ) , a p l i c a n d o para e l l o l a f ó rmula de l a ecuac ión 4—4. 
C i ( s ) _ G i ( s ) G z ( s ) ( 4 - 6 ) 
R ( s ) 1 + G i ( s ) G z ( s ) H ( s ) 
Ahora cons iderando únicamente l a en t rada N ( s ) , e l d iagrama de 
b loques de l s i s tema de l a zo c e r r ado se t i e n e como s i g u e : 
F i g . 4—6.— Diagrama de b loques a p l i c a n d o s ó l o l a en t r ada N ( s ) 
De l a f i g 4—6 y ap l i c ando de nuevo l a ecuac ión 4—4, l a func ión 
de t r a n s f e r e n c i a de l a zo c e r r ado que s e o b t i e n e e s : 
C z ( s ) 6 z ( s ) ( 4 - 7 ) 
N ( s ) 1 + G i ( s ) G z ( s ) H ( s ) 
De l a s ecuac iones 4—6 y 4—7 se puede d e s p e j a r C i ( s ) y C 2 ( s ) , c u y a 
suma nos da rá l a s a l i d a t o t a l C ( s ) . 
C ( s ) = C i í s ) + C z ( s ) = G I ( 5 ) G 2 { 5 ) R ( 5 ) B z ( s ) N ( s ) L K S ) + ( ® ' L + G l ( s ) B 2 ( s ) H ( s ) 
Con e l p r o p ó s i t o de minimizar e l e f e c t o de l a p e r tu r bac i ón N ( s ) s e 
hará que | G i ( s ) H ( s ) |» 1 y | G i ( s ) G z ( s ) H ( s ) |» 1 . S i s e cumplen é s t a s 
dos c o n d i c i o n e s , l a func ión de t r a n s f e r e n c i a C z ( s ) / N ( s ) , expresada en 
l a ecuación 4—7 se hace muy pequeRa, p ráct i camente d e s p r e c i a b l e . 
Por o t r o l ado a l s u b s t i t u i r l a s mismas dos c o n d i c i o n e s en l a e c u a -
ción 4—6, l a misma no se e l im ina s i n o que nos queda en l a s i g u i e n t e 
forma: 
C i ( s ) 1 ( 4 - 9 ) 
R ( s ) H ( s ) 
La conc lus ión importante de todo e l a n á l i s i s a n t e r i o r e s que e s 
p o s i b l e e l i m i n a r l o s e f e c t o s noc ivos de l a en t rada de p e r t u r b a c i ó n , ya 
que l a s a l i d a p a r c i a l C2(s ) se puede hacer d e s p r e c i a b l e , con l o que l a 
s a l i d a práct icamente s o l o dependerá de l a en t rada de r e f e r e n c i a R ( s ) . 
Cuando no es p o s i b l e e l im ina r una pe r tu rbac i ón se puede e l i m i n a r 
c a s i por completo su e f e c t o en l a s a l i d a . Esta es una de l a s g randes 
v e n t a j a s que t ienen l o s s i s temas de c o n t r o l de l a z o c e r r a d o . 
P r o c e d i m i e n t o para t r a z a r d iag ramas de b loques .— Pa r a l l e g a r a 
t r a z a r e l d i a g r a m a . d e b l o q u e s de un s i s t ema de c o n t r o l e l p r o c e d i m i e n -
to c o n s i s t e en p l a n t e a r l a s e cuac i ones d i f e r e n c i a l e s que r e p r e s e n t e n 
matemáticamente e l comportamiento de cada componente d e l s i s t e m a , l u e g o 
se c a l c u l a l a t r ans f o rmada de L a p l a c e de cada ecuac ión suponiendo c o n -
d i c i o n e s i n i c i a l e s i g u a l a c e r o y s e r e p r e s e n t a cada ecuac ión ya 
t r ans f o rmada en forma de b l o q u e s . F ina lmente s e i n t e g r a n todos l o s 
d iagramas p a r c i a l e s de cada ecuac ión en un s ó l o d iag rama de b l o q u e s 
comple ta . 
A c o n t i n u a c i ó n s e t r a z a r á e l d iag rama de b l o q u e s de un c i r c u i t o 
e l é c t r i c o s e n c i l l o RC como e l que s e r e p r e s e n t a en l a f i g . 4 - 7 ( a ) . 
EÁs) 
Ci «0 fû(s) 
I 
7T 
/(s) 
( b ) 
( o ) 
lis) 1 fotsJ 
Cs 
R 
Hs) 1 fols) 
CS 
(c) Id) 
F i g . 4 - 7 . ( a ) C i r c u i t o RC ( b ) Diagrama de b l o q u e s de l a Ec . ( 4 - 1 2 ) 
( c ) Diagrama de b l o q u e s de l a Ec. ( 4 - 1 3 ) 
( d ) Diagrama de b l o q u e s d e l c i r c u i t o comple to RC. 
La s e c u a c i o n e s que r e p r e s e n t a n a l c i r c u i t o e l é c t r i c o RC de l a f i g . 
4 - 7 , son s 
i - - 5 - [ e v " eo] 
eo » JL 
C / i d t 
(4—10) 
( 4 - 1 1 ) 
C a l c u l a n d o l a t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e de l a s E e s . ( 4 - 1 0 ) y ( 4 - 1 1 ) 
tenemos: t-
' H s ) = R 
E o f a ) = 
[ E i ( s ) - E o ( s ) ] 
I ( s ) 1 Cs 
( 4 - 1 2 ) 
( 4 - 1 3 ) 
La s e c u a c i o n e s 4—12 y 4—13 s e r e p r e s e n t a n en forma de d i ag r amas de 
b l o q u e s en l a s f i g u r a s 4—7 ( b ) y ( c ) . F ina lmente en l a f i g . ' 4—7 ( d ) 
s e r e p r e s e n t a e l d iag rama de b l o q u e s completo d e l c i r c u i t o RC, e l c u a l 
s e o b t i e n e i n t e g r a n d o l o s dos d i ag ramas p a r c i a l e s ( b ) y ( c ) . 
Reducción de diagramas de bloques.— Cuando un diagrama de b loques 
es g rande y cont i ene v a r i o s l a z o s de r e t r o a l i m e n t a c i ó n , e s p o s i b l e 
s i m p l i f i c a r e l diagrama hasta obtener un diagrama más sene11 l o y que 
sea e q u i v a l e n t e . La máxima s i m p l i f i c a c i ó n se l o g r a cuando se o b t i e n e 
un s ó l o b loque e q u i v a l e n t e a todo e l d iagrama. 
Pa ra poder s i m p l i f i c a r un diagrama es n e c e s a r i o a p i i c a r c i e r t a s 
r e g l a s de l á l g e b r a de d iagramas de b l oques . A cont inuac ión se 
e s tud i a r án t r e c e r e g l a s de l á l g e b r a de b loques que nos pe rmi t i r án 
l o g r a r l a s i m p l i f i c a c i ó n de c u a l q u i e r diagrama de b loques s i n a l t e r a r 
e l diagrama o r i g i n a l . 
La demostración de l a s r e g l a s de l á l g e b r a de b loques es muy s imple 
ya que se puede hacer un a n á l i s i s de s e ñ a l e s de ent rada y de s a l ida en 
cada diagrama o r i g i n a l y e q u i v a l e n t e . S i l a s s e ñ a l e s de ent rada y de 
s a l i d a co inc iden en l o s dos d iagramas , l a e q u i v a l e n c i a e s t á demostrada 
lóg icamente . 
Tab l a 4 - 1 . Reg l a s de l á l g e b r a de diagramas de b l o q u e s . 
% 
Tab l a 4 - 1 . Reg l a s de l A l g eb r a de Diagramas de B loques ( c o n t - ) 
Ap l i c ac i ón de 1 as Reg las de l á l g e b r a de B l o q u e s « - En segu ida se 
a p l i c a r á n l a s r e g l a s de l á l g e b r a de b loques para s i m p l i f i c a r a lgunos 
diagramas hasta su forma canónica o hasta un s ó l o b loque e q u i v a l e n t e . 
Un diagrama con muchos b loques y l a zos de re t roa l imentac ión c a s i 
s iempre se puede s i m p l i f i c a r en dos o más formas. La e s t r a t e g i a que se 
s i g u e en l a s i m p l i f i c a c i ó n de diagramas de b loques e s : 
1) Primeramente e s t u d i a r e l diagrama o r i g i n a l para ve r e l numero de 
1azos de retroa1imentación que cont iene -
2 . -En segu ida se debe ve r l a ub icac ión de l o s d i f e r e n t e s l a z o s . Cas i 
s iempre l o s d i f e r e n t e s l a zos no están an idados . Se llaman l a zos 
anidados a q u e l l o s que están uno tota lmente dentro de l o t r o . 
3.—El s i g u i e n t e paso e s r e a l i z a r a lgunos cambios ap l i cando l a s r e g l a s 
en e l diagrama o r i g i n a l con e l f i n de l o g r a r que todos l o s l a zo s 
queden an idados . Quizas é s t e sea e l paso más importante para 
l o g r a r l a s i m p l i f i c a c i ó n 
4.—Finalmente s e i n i c i a l a s i m p l i f i c a c i ó n de l diagrama por l o s l a zo s 
«nás pequeños, o d icho de o t r a forma desde l o s l a zo s i n t e rnos hasta 
l o s l a z o s ex te rnos que son generalmente l o s más g randes . 
5.—Cuando e l diagrama de b loques t i ene dos o más ent radas y dos o más 
s a l i d a s , l a s i m p l i f i c a c i ó n de l diagrama se ob t i ene ap l i cando e l 
método de l a supe rpos i c i ón . El procedimiento c o n s i s t e en a p l i c a r 
una entrada y una s a l i d a solamente, con l o cua l s e ob t i ene un 
r e s u l t a d o o una s a l i d a p a r c i a l . Se obt ienen todas l a s d i f e r e n t e s 
s a l i d a s p a r c i a l e s , cuya sumatoria nos dá l a s a l i d a t o t a l . 
6 . - Independientemente de l camino que se s i g a para l o g r a r l a 
s i m p l i f i c a c i ó n , a l f i n a l e l r e s u l t a d o de d icha s i m p l i f i c a c i ó n 
obviamente debe s e r exactamente e l mismo. 
Ejemplo 4—1.— S i m p l i f i c a r e l diagrama de b loques de l a f i g . 4—8 hasta 
obtener un s ó l o b loque e q u i v a l e n t e . 
F i g . 4—8. Diagrama de b loques o r i g i n a l 
Como s e puede ve r en l a f i g . 4—8, e l diagrama t i ene t r e s l a z o s . 
El l a z o más grande es de re toa l imentac ión u n i t a r i a y cont iene a l o s 
o t r o s dos . Los l a zos con re toa limen tación Hi y Hz no están anidados y 
t ienen una rama común que e s Gz y un sumador. 
Para l o g r a r an ida r l o s l a zo s Hi y H2 se puede a p l i c a r l a r e g l a #9 
a l a r e t roa ! imentac ión Hi, br incando e l b loque Gs. 
Despues de a p l i c a r l a r e g l a #9, se l og ra an ida r los l azos en e l 
d iagrama. El l azo con Hz en la retroa1imentacíón es e l más pequePío, 
luego e l l azo con Hi y f ina lmente el l azo con r e t r oa l imentac i ón 
u n i t a r i a es e l más g rande . 
F i g . 4—8—(a). Diagrama de b loques después de a p l i c a r l a r e g l a #9 
Una vez que se l o g r a an ida r l o s l a zo s , e l s i g u i e n t e paso es 
i n i c i a r l a s i m p l i f i c a c i ó n por e l l azo más pequeño, en e s t e caso con 
re toa l imentac ión H2. La a p l i c a c i ó n de l a s r e g l a s #4 y #13 nos da e l 
s i g u i e n t e diagrama : 
F i g . 4 - S - ( b ) . D i a g r a m a de b loques después de a p l i c a r l a r e g l a #4 y #13 
En segu ida se cont inúa ap l i c ando a l diagrama de l a f i g 4 - 8 - ( b ) 
l as r e g l a s #4 y #13, para s i m p l i f i c a r e l l azo con r e t r oa l imentac i ón Hi 
de l o cua l r e s u l t a e l s i g u i e n t e diagrama: 
F i g . 4—8—(c). Reducción de l diagrama de l a f i g . 4 - 8 - ( b ) . 
Finalmente ap l i cando de nuevo l a r e g l a #13 a l diagrama de l a 
f i g . 4 -8—(c ) logramos l a s i m p l i f i c a c i ó n máxima a l obtener un s ó l o 
b loque equ i va l en te a todo e l diagrama o r i g i n a l . 
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F i g . 4 - 8 - ( d ) . Bloque equ i va l en te a l diagrama o r i g i n a l . 
Ejemplo 4—2.-Reducir e l diagrama de b loques de l a f i g . 4—9 hasta 
obtener l a forma canónica de l diagrama, conservando únicamente l a 
r e t r o a l imentac ión Hi. 
F i g . 4—9.— Diagrama de b loques o r i g i n a l . 
Como s e vé e l diagrama de l a f i g . 4—9 cont iene t r e s l a z o s . Los 
l a zos con Hi y Hz en l a r e t roa l imentac ión están an idados , pero e l Ha 
no. Con e l f i n de an ida r e l l a zo Ha dentro de Hz s e puede a p l i c a r l a 
r e g l a #8 para mover l a r e t roa l imentac ión de Ha de l a derecha de 6a a 
l a i z q u i e r d a de 6a. Rea l i zando é s t e movimiento, l o s l a z o s quedarán 
an idados , s iendo e l más pequefto e l l a zo con Ha en l a r e t roa l imentac ión 
Una vez que se l o g r a tener l o s l azos an idados , como ya s e d i j o se 
i n i c i a l a s i m p l i f i c a c i ó n de l diagrama por e l l azo mas pequeño Ha, 
luego se continua con H2, conservando l a r e t roa l imentac ión Hi como se 
e s t á s o l i c i t a n d o en l a forma canónica . 
En l a s s i g u i e n t e s f i g u r a s se d e t a l l a n l o s movimientos r e a l i z a d o s 
para l o g r a r l a s i m p l i f i c a c i ó n de l diagrama. 
H 
Ejemplo 4 - 3 . - Determinar la s a l i d a 
representado en l a f i g . 4—10. 
para e l s i s tema de cont ro l 
F i g . 4 -10 . Diagrama de Bloques O r i g i n a l . 
Como s e vé , e l diagrama de b loques t i ene cua t ro ent radas y una 
s a l i d a . El diagrama por l o tanto se s i m p l i f i c a r á ap l i cando e l 
p r i n c i p i o de l a supe rpos i c i ón . Pr imero se cons ide ra rá únicamente l a 
entrada Ri, con l o cua l se obtendrá una s a l i d a p a r c i a l Ci, luego se 
a p l i c a r á l a entrada Rz, con l o cual s e tendrá o t r a s a l i d a p a r c i a l C2. 
Continuando en l a misma forma con l a s entradas Ra y R* se obtendrán 
l a s s a l i d a s Ca y C«. La s a l i d a t o t a l C s e r á la sumatoria de l a s cuat ro 
s a l i d a s p a r c i a l e s . 
Apl icando únicamente l a entrada Ri a l s istema de c o n t r o l : 
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De acuerdo con l o s cua t ro r e s u l t a d o s p a r c i a l e s que se t i enen , l a 
s a l i d a t o t a l del s istema s e r á la sumator ia . 
C = Cl + C 2 + C 3 + C4 
c GiGzRi + GzRz - G2R3 - GiGzHiR« 1 + G 2 H 2 -1- GiGz Hi 
4—2.— Cá l cu l o de Funciones de T r a n s f e r e n c i a de Sistemas F í s i c o s . 
Los s i s temas de cont ro l pueden e s t a r formados por componentes de 
d i s t i n t o s t i p o s , t a l e s como e l é c t r i c o s , e l e c t r ó n i c o s , mecánicos, 
h i d r á u l i c o s , neumáticos, té rmicos . El i n gen i e r o de cont ro l debe 
conocer l a s l eyes fundamentales de é s t o s componentes para poder 
p l an tea r l a s ecuaciones que representen matemáticamente l a operación 
de l o s s i s t emas . Transformando é s t a s ecuac iones se obt ienen l a s 
Funciones de T r a n s f e r e n c i a que r e l ac ionan l a entrada y l a s a l i d a . 
Servomotores.— Se e s tud ia rán a cont inuación t r e s t i p o s de s e r v o -
motores e l e c t r i e o s : 
Los servomotores se pueden d e f i n i r como motores e l é c t r i c o s con 
cont ro l de pos ic ión o ve l oc idad básicamente. Antes de a n a l i s a r cada 
servomotor, veremos un e f e c t o muy importante que se presenta en l o s 
servomotores , l lamado e l e f e c t o de carga en l a dinamica de l o s 
servomotores . 
E f ec to de l a ca rga en l a dinámica de l o s Servomotores.— La mayoría de 
l o s servomotores e l é c t r i c o s es tán acoplados a l a ca rga a t r a v é s de un 
tren de engranes , bandas o cadenas como se i nd i c a en la f i g . 4—11. 
a )Servomotor de dos f a s e s de C .A . 
b )Servomotor de C.D. con t r o l a d o por Induc ido 
c )Servomotor de C.D. cont ro l ado por Inductor 
/• /S/ >"7 5 
F i g . 4—11.— Servomotor acoplado a una c a r g a . 
Como s e puede ve r en l a f i g . 4—11', e l motor t i e n e una v e l o c i d a d , 
d i f e r e n te a l a ve Loe idad de l a c a r g a , un molor con r o t o r d i f e r e n t e a l 
r o t o r de l a c a r g a , l o cua l nos i n d i c a que l a s c o n d i c i o n e s d inámicas de 
motor y c a r g a son muy - d i f e r e n t e s . Hay dos c a r a c t e r í s t i c a s muy 
importan t e s en l a d inámica de l se rvomotor , e l momen to de i n e r c i a J y 
l a f r i c c i ó n f . Por un l ado e l motor " t i ene un determinado momento de in 
e r c i a Jm y una f r i c c i ó n fm, por o t r o lado l a ca rga t i e n e o t r o momento 
de i n e r c i a Ji y o t r a f r i c c i ó n f i . E l momento de i n e r c i a depende de l a 
masa y de l r a d i o de g i r o de l r o t o r y l a f r i c c i ó n depende de l t i p o de 
rodamiento que s e u t i l i c e . 
Cuando s e desea c a l c u l a r e l momento de i n e r c i a t o t a l d e l 
s e rvomotor o l a f r i c c i ó n t o t a l no s e puede sumar d i r e c t amente l o s dos 
momentos de i n e r c i a o l o s dos c o e f i c i e n t e s de f r i c c i ó n porque l a s 
c o n d i c i o n e s d inámicas de una y o t r a p a r t e no son i g u a l e s . Pa ra 
c a l c u l a r e l momento de i n e r c i a y e l c o e f i c i e n t e de f r i c c i ó n e q u i v a l e n -
te de todo e l se rvomotor completo r e f e r i d o s a l l ado de l e j e de l motor 
se pueden u t i 1 i z a r l a s s i g u i e n t e s e c u a c i o n e s : 
Jeq = Jm + n2JL n < l ( 4 - 1 4 ) 
feq = fm + n 2 fL. n< l ( 4 - 1 5 ) 
donde n e s l a r e l a c i ó n de engranes e n t r e e l motor y l a c a r g a . 
El e f e c t o de l a c a r g a en l o s se rvomotores e s s eme jante a o t r o 
e f e c t o que s e p r e s e n t a en l o s c i r c u i t o s e l é c t r i c o s cuando hay un 
t r a n s f o r m a d o r . S i s e t i e n e una impedancia Z en e l l ado de l p r i m a r i o 
de l t r a n s f o r m a d o r , l a misma impedancia conectada en e l s e c u n d a r i o , 
pe ro v i s t a desde e l p r i m a r i o no mide Z ohms, s i n o n Z. A é s t a impedan-
c i a n Z s e l e l lama impedancia de l s e cunda r i o r e f l e j a d a a l l ado de l 
p r i m a r i o . La c an t i d ad n en e l t r an s f o rmado r r e p r e s e n t a l a r e l a c i ó n de 
v u e l t a s e n t r e e l p r i m a r i o y e l s e c u n d a r i o . 
Servomotores de dos f a s e s . — La f ig .4^ -12 r e p r e s e n t a e l d iagrama 
esquemát ico de un se rvomotor de dos f a s e s . La p a r t e e l é c t r i c a de l • 
se rvomotor e s t á formada por dos devanados , uno de l o s devanados e s 
l l amado f a s e f i j a y s e e n e r g i z a con un v o l t a j e s e n o i d a l cuya t ens i ón y 
f r e c u e n c i a e s c o n s t a n t e . La f a s e f i j a e s n e c e s a r i a pe ro no s u f i c i e n t e 
pa ra mover e l s e r vomoto r . Pa ra mover e l servomotor s e r e q u i e r e a p l i c a r 
un v o l t a j e a l a o t r a f a s e 11amada f a s e de c o n t r o l . Los v o l t a j e s de 
c o n t r o l y f a s e f i j a e s t á n d e f a s a d o s 90 g r ados e l é c t r i c o s pa ra l o g r a r 
un mayor par mecánico en e l s e rvomoto r . 
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F i g . 4 -12. Servomotor de dos f a s e s 
90 
En l a misma f i g . 4 - 12 se r e p r e s e n t a e l par inecánico 7. e l d e s p l a -
zamiento a n g u l a r de l r o t o r 0 , e l momento de i n e r c i i i de l r o t o r J y e i 
c o e f i c i e n t e de f r i c c i ó n f . 
Lo s devanados de l e s t a t o r s e deben e n e r g i s a r por medio de una 
f u e n t e de a l i m e n t a c i ó n de dos f a s e s . S i no s e cuenta con una , se puede 
l o g r a r e l d e f a s a m i e n t o por medio de un c o n d e n s a d o r , e l c u a l p roduc i rá , 
e l d e f a s e de 90 g r a d o s . 
S i s e inc rementa e l v o l t a j e de c o n t r o l Ec, e l par g e n e r a d o T se 
aumenta, pe ro e l par d i sm inuye a l i n c r e m e n t a r s e l a v e l o c i d a d . E s t a 
r e l a c i ó n se puede r e p r e s e n t a r matemáticamente con l a s i g . e c u a c i ó n ; 
T = K«Ec - Kn dS/dt ( 4 - 1 6 ) 
donde ; 
T = P a r Mecán ico d e l S e r vomoto r . 
K.c= C o n s t a n t e de p r o p o r c i o n a l i d a d d e l v o l t a j e de c o n t r o l . 
Ec= V o l t a j e de c o n t r o l . 
Kn= C o n s t a n t e de p r o p o r c i o n a l i d a d de l a v e l o c i d a d a n g u l a r . 
d©/dt= V e l o c i d a d a n g u l a r d e l R o t o r . 
P o r o t r o l a d o e l pa r mecánico g e n e r a d o debe s e r capáz de v e n c e r 
do s o b s t á c u l o s p a r a mover e l s e r v o m o t o r , l a i n e r c i a J y e l r o z amien to 
f , po r l o que s e puede p l a n t e a r o t r a e c u a c i ó n puramente mecánica como 
s i g u e : 
T - A F T F + F FF 
Las e c u a c i o n e s 4 - 1 6 y 4—17 s e pueden i g u a l a r y de • i c n a i g u a l a c i ó n 
s u r g e l a s i g u i e n t e e c u a c i ó n ; 
KcEc - Kn d e / d t = J d 2 0/dt 2 + f cS/d-t 
reacomodando l a e c u a c i ó n tenemos: 
J d 2 0 / d t 2 + ( f + Kn) d e / d t = KcEc 
t r a n s f o r m a n d o por L a p l a c e l a e c u a c i ó n a n t e r i o r ; 
J 520<S> + ( f + Kn) S0<s> = Ke Ec<s> 
tomando a Ec como seRa1 de e n t r a d a y O como seRa1 de sa1 i d a , l a 
f u n c i ó n de t r a n s f e r e n c i a d e l s e rvomotor s e r á : 
0<s> _ Kc _ ( f + Kn) 
+ ( f + 
( f + Kn) 
Ec ( s ) , z , - . . 2 s ( TmS + 1) JS + (T + KN)S JS T  KN)S 
donde 
Km = Kc/ ( f + Kn) - C o n s t a n t e de g a n a n c i a de l motor . 
Tm = J / ( f + Kn) = C o n s t a n t e de t iempo de l motor . 
En l a f i g . 4—13 s e r e p r e s e n t a e l d iagrama de b l oques de l s e r v o -
motor de dos f a s e s . Lo i d e a l e s que e l v a l o r de l a c o n s t a n t e Km sea l o 
tnás g r ande p o s i b l e ya que con un pequeño v o l t a j e de c o n t r o l Ec s e 
o b t e n d r í a un gran de sp l a zamien to a n g u l a r Por l o c o n t r a r i o e l v a l o r 
de Tm conv i ene qúe sea e l más pequeño p o s i b l e ya que e n t r e menor sea 
su v a l o r , e l s i s tema t end rá una r e s p u e s t a más r á p i d a . Los v a l o r e s de 
e s t a s c o n s t a n t e s Km y Tm genera lmente son da tos que e l f a b r i c a n t e de 
e s t o s equ ipos p r o p o r c i o n a a l o s u s u a r i o s . 
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F i g . 4—13 D iag rama .de b l oques de l Servomotor de dos f a s e s . 
Servomotor de c o r r i e n t e cont inua c o n t r o l a d o por induc ido .— Cuando 
s e r e q u i e r e d e s a r r o l l a r mayor po t enc i a en un se rvomotor , s e p r e f i e r e 
uno de c o r r i e n t e d i r e c t a en l u g a r de uno de C .A . de dos f a s e s . En l a 
F i g . 4 -14 s e r e p r e s e n t a e l d iagrama esquemát ico de un motor de 
c o r r i e n t e d i r e c t a c o n t r o l a d o por i n d u c i d o . 
If — CHIStMIt 
F i g . 4—14. Diagrama esquemát ico de un motor de CC c o n t r o l a d o 
por e l i n d u c i d o . 
En s e g u i d a s e enumeran l a s p a r t e s p r i n c i p a l e s de un motor de CC 
c o n t r o l a d o por i n d u c i d o : 
Ra = R e s i s t e n c i a d e l devanado de l i nduc i do en ohmios. 
La = I n d u c t a n c i a de l devanado de l i nduc i do en h e n r i o s . 
i a — C o r r i e n t e d e l devanado de l i nduc i do en amper io s , 
if — C o r r i e n t e de l devanado de campo en amper ios . 
ea = V o l t a j e a p i i c a d o a l i nduc ido en v o l t i o s . 
- i -usrca C D n t r a e l e c t r o m c t r u >en v o l t i o s . 
•9 = Desp lazamiento a n g u l a r del e j e del motor en r a d i a n e s . 
F = Par d e s a r r o l l a d o por e l motor en Kg—m. 
J = Momen to de m e r e i a aquiv a 1 en te del motor v 1 a c arg a con 
r e f e r e n c i a al e j e del motor en eg-m . 
f = C o e f i c i e n t e de f r i c c i ó n v i s c o s a e q u i v a l e n t e del motor y ca r ga 
r e f e r i d o a i e j e del motor en Kg—m/rad/seg. 
Cuando se a p l i c a un v o l t a j e de ent rada ec a l i nduc ido , se o r i g i n a 
una c o r r i e n t e de induc ido i a . Hay una c a í da de v o l t a j e en Ra y La y e l 
motor genera un v o l t a j e l lamado f u e r z a c o n t r a e l e c t r o m o t r i z eb. £1 
vo1 ta i e eb depende de l a v e l o e i d a d de l motor y de l campo magnético de l 
i n d u c t o r . Como l a c o r r i e n t e ir es cons tan te , e l campo es cons tante v 
l a FCEti eb bás icamente depende de l a v e l o c i d a d de l motor, por l o que 
matemáticamente l a FCEM o v o l t a j e eb se puede e x p r e s a r como s i g u e : 
eb = Kb ae/üt ( 4 - 1 8 ) 
El par d e s a r r o l l a d o por e l motor es p ropo r c i ona l a l a c o r r i e n t e de 
campo íf y a l a c o r r i e n t e de l induc ido i a , por l o t a n t o : 
T = KfirKiio 
Donde Ki es una cons t an te de p r o p o r c i o n a l i d a d . Debido a que if e s 
una c o r r i e n t e c o n s t a n t e , Kf y Ki también son c o n s t a n t e s , l a s t r e s 
cons t an t e s se pueden ag rupa r en una s ó l a cons t an te K = KfifKi, 
T = Kia donde •< es 1 lanada cons tante de par motor. 
Sumando l a s c a í d a s de v o l t a j e de l induc ido en e l diagrama de 1a 
f i g 4-J.4 tenemos: 
í_a d ia/dt + Rala + eb ~ Ba >, 4 — 1 9 ) 
Sust iCuyenaa eb oe l a ecuac ión 4—18 en i a ecuac ión 4 -19 : 
La d i a/d t + Rala + Kb d©/dt - ea ( 4 - 2 0 ) 
La c o r r i e n t e de l i nduc ido i a genera e l par mecánico T que debe 
vencer l a i n e r c i a y e l rozamiento . La ecuación de l par mecánico T e s : 
T = J d 20/dt 2 + f de/dt = Kia ( 4 - 2 1 ) 
Transformando por L a p l a c e l a s ecuac iones 4—20 y 4—21 se obt i enen 
l a s s i g u i e n t e s e c u a c i o n e s : 
LaS Ia(s) + Raíais) + KbS 0<s> = Ea<s> ( 4 ~ 2 2 ) 
Js20(s) + f S 0 ( s ) = K I a<s) ( 4 - 2 3 ) 
Cons iderando a Ea<e> como seña l de ent rada , ©<s> como seña l de 
s a l i d a , y basándonos en l a s ecuac iones a n t e r i o r e s desde l a Ec. 4—18 
hasta l a Ec. 4—23 se puede t r a z a r e l diagrama de b loques que s e r e p r e -
senta en l a f i g . 4 - 1 5 . 
F i g . 4—15. Diagrama de b l oques de l Motor de CC c o n t r o l a d o por 
e l i nduc ido 
P a r a o b t e n e r l a f u n c i ó n de t r a n s f e r e n c i a d e l motor de CC nos p o d e -
mos b a s a r en e l d iag rama de b l oques de l a f i g . 4—15 , o en l a s 
e c u a c i o n e s 4—22 y 4—23, de donde : 
0< s ) _ (LaS + R a ) S ( J s + f ) 
Ea< e > KKbs s ( L a S + Ra) ( J s + f ) + KKbs 
( L o s + R a ) s ( J s + f ) 
En l a mayor ia de l o s motores de CC c o n t r o l a d o s por i n d u c i d o , l a 
i n d u c t a n c i a La e s muy pequeña con r e s p e c t o a Ra, pa r l o que s e puede 
d e s p r e c i a r s i n i n c u r r i r en mucho e r r o r . Haciendo La = 0 en l a ecuac ión 
a n t e r i o r tenemos: 
e< 3 > _ K _ K ( 4 - 2 4 ) 
Ea< s > s R a ( J s + f ) + KKbs s [ R a J s + (Raf + KKb) ] 
D i v i d i e n d o l a ecuac ión 3—40 e n t r e l a c o n s t a n t e (Raf + KKb) 
K 
e<B> _ (Raf + KKb) = Km 
Ea< 8) s f R a J s + (Raf + KKb) 1 S [ TmS + 1] ' 
(Ra f + KKb) 
En l a ecuac ión a n t e r i o r (4—25) l o s v a l o r e s de l a s c o n s t a n t e s Km y 
Tm son : 
Km - K/(Raf + KKb) s Constante de Bananc ia d e l Motor . 
Tm - RaJ/(Raf -i- KKb) = Constante de Tiempo d e l Motor . 
S i comparamos l a e cuac i ón 4—25 con l a f unc i ón de t r a n s f e r e n c i a d e l 
se rvomotor de dos f a s e s , s e puede v e r que son i d é n t i c a s en su f o rma , 
aunque por supue s to l a s c o n s t a n t e s Km y Tm son d i f e r e n t e s en cada 
c a s o . Al i g u a l que en e l se rvomotor de dos f a s e s , l o i d e a l e s t e n e r un 
v a l o r l o mas g r ande p o s i b l e pa ra Km y l o más pequeño p o s i b l e para Tm. 
Servomecanismo P o s i c i o n a l . - Como un e jemplo de a p i i c a c i ó n de l 
motor de CC cont ro l ado por induc ido , se estudiará , un s i s tema de 
con t ro l denominado servomecanismo p o s i c i o n a l . Este servomecanismo s e 
r ep re sen ta esquemáticamente en l a f i g . 4—16. 
F i g . 4 - 1 6 . Servomecanismo de P o s i c i ó n . 
El s i s tema de con t r o l está, formado por dos potenciómetros 
i d é n t i c o s , uno de en t r ada y o t r o d e s a l i d a , un a m p l i f i c a d o r , un motor 
de CC, un t ren de engranes y l a c a r ga que s e debe p o s i c i o n a r . L a 
ent rada de l s i s tema e s l a pos i c i ón angu l a r de l potenciómetro " r " y l a 
s a l i d a es l a po s i c i ón angu l a r de l potenciómetro " c " . 
Cuando l o s dos potenciómetros de ent rada y de s a l i d a e s tán en l a 
misma pos ic ión a n g u l a r , e l v o l t a j e de e r r o r " e " e s i g u a l a c e r o y e l 
s i s tema e s t á en r eposo . Pa ra que s e i n i c i e e l funcionamiento de l 
s i s tema e s n e c e s a r i o mover e l potenciómetro de ent rada " r " un c i e r t o 
ángu lo . Este movimiento s e t raduce como una d i f e r e n c i a de v o l t a j e de 
e r r o r " e " que s e a p l i c a a un a m p l i f i c a d o r . Es n e c e s a r i o u t i l i z a r un 
a m p l i f i c a d o r para poder aumentar e l n i v e l de l v o l t a j e " e " que 
normalmente e s muy pequeño a un v o l t a j e mayor que sea capaz de poder 
mover e l motor de CC. 
El v o l t a j e a m p l i f i c a d o e<x s e a p l i c a a l motor de CC , e l cua l 
produce e l par mecánico "T" que a t r a v é s de un t ren de engranes mueve 
l a c a r g a " L " . La c a r g a e s t á acop lada mecánicamente a l potenciómetro de 
s a l i d a " c " , para que e l potenciómetro s i g a l o s movimientos de l a c a r ga 
y f i n a lmen te e l v o l t a j e de l potenciómetro de s a l i d a u c " s e r e t r o a l i — 
menta a l a m p l i f i c a d o r para gene ra r e l v o l t a j e de e r r o r M e " . 
Como ya s e mencionó e l movimiento de l s i s tema s e i n i c i a a l mover 
e l potenciómetro " r " un c i e r t o ángu lo . Esto o r i g i n a un v o l t a j e de 
e r r o r que mueve l a c a r g a y e l potenciómetro de s a l i d a s i gu i endo e l 
movimiento de l potenciómetro de ent rada " r " . A medida que e l 
potenciometro de s a l i d a " c " s e vaya aproximando a l a misma pos i c i ón 
angu l a r de l potenciómetro de ent rada " r M , e l v o l t a j e de e r r o r " e " s e 
va hacienda más pequeño, hasta que f ina lmente e l e r r o r se hace c e r o y 
e l s i s t ema automáticamente s e d e t i e n e . 
Al potenciómetro de ent rada " r " s e l e 1lama potenciómetro Maestro 
y a l potenciomótro de s a l i d a " c " s e l e denomina potenciómetro E s c l ^ w n 
ya que práct icamente e s un s e g u i d o r de l potenciómetro de e n t r a d a . 
A cont inuac ión se darán v a l o r e s para l a s c o n s t a n t e s de l Servomeca-
nismo P o s i c i o n a l y s e d e f i n i r á n todas l a s v a r i a b l e s que se r ep r e sen tan 
en l a f i g . 4—16. 
r = desp l azamiento a n g u l a r de l potenciómetro de e n t r a d a en r a d i a n e s , 
c = desp l azamiento a n g u l a r de l potenciómetro de s a l i d a en r a d i a n e s . 
O = desp lazamiento a n g u l a r de l motor de CC. 
Ki= gananc ia de l d e t e c t o r de e r r o r po tenc iomót r i co = 24/77 v o l t s / r a d . 
Kp= gananc ia de l a m p l i f i c a d o r = 10 v o l t s / v o l t . 
e<a= v o l t a j e a p l i c a d o a l i nduc ido en v o l t i o s . 
e b - f u e r z a c o n t r a e l e c t r o m o t r i z generada por e l motor en v o l t i o s . 
Ra= r e s i s t e n c i a de l devanado de induc ido = 0 . 2 ohmios. 
La= i n d u c t a n c i a de l devanada de induc ido — d e s p r e c i a b l e . 
i a= c o r r i e n t e de l devanado de induc ida en amper ios . 
Kb= c t e . de f u e r z a c o n t r a e l e c t r o m o t r i z = 5 .5 x 10 v o l t s — s e g / r a d . 
K = c t e . de l par motor — 6 x 10 Kg—m/amperio. 
Jm= momento de i n e r c i a de l motor = 1 x lO~5Kg—m—seg2 
fm= c o e f i c i e n t e de f r i c c i ó n v i s c o s a de l motor = d e s p r e c i a b l e . 
JL= momento de i n e r c i a de l a c a r g a = 4 . 4 x 10"" Kg-m-seg „ 
f L = c o e f i c i e n t e de f r i c c i ó n v i s c o s a de l a c a r g a = 4 x 10~2— w r ad/seg 
n = r e l a c i ó n de e n g r a n a j e Ni/Nz = 1/10 
En s egu ida s e p l an tea r án 1as ecuac iones que cons t i t uyen 1os 
modelos matemáticos de cada una de l a s p a r t e s de l servomecanismo. 
Empezando por e l d e t e c t o r de e r r o r po t enc i omét r i co : 
E<s> = Ki[R<s> - C<a>] = 7 . 6 4 [ R(s> - C<s>] ( 4 - 2 6 ) 
Pa r a e l a m p l i f i c a d o r : 
Ea<s> = KpE<s> « 10 E<s> ( 4 - 2 7 ) 
Pa r a e l motor de CC c o n t r o l a d o par i n d u c i d o , l a f unc ión de 
t r a n s f e r e n c i a e s 3 
9< 8 > _ Km ( 4 - 2 8 ) 
Ect<8> s(Tms + 1) 
Se c a l c u l a r á primeramente e l momento de i n e r c i a e q u i v a l e n t e J y e l 
c o e f i c i e n t e de f r i c c i ó n v i s c o s a f , r e f e r i d o s a l e j e de l motor , a n t e s 
de c a l c u l a r l o s v a l o r e s de l a s cons tan te s Km y Tm. 
J ~ Jm + n Z JL = lx lO" 5 + 4.4xl0~® = 5.4xlO~S 
f = fm + n Z f L « 0 + ( l / 1 0 ) Z ( 4 x l 0 ~ 2 ) = 4xl0~4 
K 6x l0~ g „ Km = jr—~———-- — • — — • — — =s O.72 
Raf + KKb 0 . 2 ( 4 x l 0 - 4 ) + ( 6x 10~ 5 > ( 5 . 5x 10~ 2 > 
T m = RaJ = 0 . 2 ( 5 • 4x 10" 3 ) = O Í 3 
Raf + KKb o . 2 ( 4 x 1 0 " * ) + ( 6 x l O - S ) ( 5 . 5 x l 0 ~ 2 ) 
Subs t i t uyendo e l v a l o r de l a s c o n s t a n t e s Km y Tm en l a f unc i ón de 
t r a n s í e r e n c i a (4—28) , tenemos: 
Ea< o > s ( 0 . 1 3 s ->- 1 ) 
P a r a e l t r en de eng r ane s l a s eña l de e n t r a d a e s 0<e> y l a s a l i d a 
e s C<8>. Por l o que l a f unc i ón de t r a n s f e r e n c i a e s : 
C<a> i ( 4 - 3 0 ) 
e<9> 10 
U t i l i z a n d o l a f unc i ón de t r a n s f e r e n c i a de cada una de l a s p a r t e s 
ex p r e s a d a s en l a s ecuac i o n e s 4—26, has ta 1a 4—30, s e puede t r a z a r 
e l s i g u i e n t e d iagrama de b l o q u e s : 
flts) 
7.64 
£(s) 
10 0 .72 j ( 0 , I 3 S > I) 
®(s) 
10 
C ( s ) 
F i g . 4 - 1 7 . Diagrama de b l o q u e s de l s i s t ema de l a f i g 4 - 1 6 . 
F ina lmente a p l i c a n d o á l g e b r a de b l o q u e s s e puede s i m p l i f i c a r e l 
d i ag rama de l a f i g . 4—17 h a s t a o b t e n e r e l s i g u i e n t e d iag rama de 
b l o q u e s en su forma c a n ó n i c a . 
í ü í ^ g ) 5.5 s(O.I3» »0 
Cis) 
F i g . 4—18. Diagrama de b l oques s i m p l i f i c a d o . 
Servomotor de CC con t ro l ado por Campo.- En l a f i g . 4 -19 s e puede 
ve r e l diagrama esquemático de un motor de CC con t ro l ado por campo. 
Ahora l a seña l de ent rada es e l v o l t a j e ef que se a p l i c a a l 
c i r c u i t o de campo» l o cua l o r i g i n a una c o r r i e n t e de campo i f . A l a 
derecha s e t i e n e e l c i r c u i t o de induc ido o armadura en donde s e a p l i c a 
un v o l t a j e ea. Al a p l i c a r e l v o l t a j e ea cons tante , l a c o r r i e n t e i a 
aparentemente es cons t an t e , pero é s t o en l a r e a l i d a d es muy d i f i c i l de 
l o g r a r porque l a c o r r i e n t e i a depende de l a f u e r z a c o n t r a e l e e t r o m o t r i z 
y é s t a a su vez depende de l campo que es v a r i a b l e y de l a v e l o c i d a d 
que también puede s e r v a r i a b l e . Por l o a n t e r i o r y para t r a t a r de 
mantener l o mas cons tante p o s i b l e l a c o r r i e n t e i a se conecta una 
r e s i s t e n c i a Ra en s e r i e can l a armadura, l o cua l reduce e l v a l o r de l a 
c o r r i e n t e i a y con e l l o su n i v e l de v a r i a c i ó n . 
El s i g n i f i c a d o de cada una de l a s cons tantes y v a r i a b l e s de l a 
f i g . 4 -19 e s : 
F i g . 4—19. Diagrama esquemático de l motor de CC c o n t r o l a d o por campo 
Rf — r e s i s t e n c i a de l devanado de campo en ohmios. 
Lf = induc tanc i a d e l devanado de campo en hen r i o s . 
i f — c o r r i e n t e de l devanado de campo en amper ios , 
ef = tens ión de l devanado,de campo en v o l t i o s . 
Ra = suma de l a r e s i s t e n c i a de induc ido y r e s i s t e n c i a ex te rna en 
i a — c o r r i e n t e de l induc ido en amper ios . 
© = desp lazamiento angu l a r de l e j e de l motor en r a d i a n e s . 
T « par d e s a r r o l l a d o por e l motor en Kg—m. 
J — momento de i n e r c i a e q u i v a l e n t e de l motor y l a c a r ga 
r e f e r i d o a l e j e d e l motor en Kg-m . 
f = c o e f i c i e n t e de f r i c c i ó n v i s c o s a e q u i v a l e n t e de l motor y 
l a c a r g a con r e f e r e n c i a a l e j e de l motor, en Kg—m/rad/seg. 
ohm 
La pr imera ecuación que s e p l a n t e a r á para e l motor s e r á l a suma de 
l o s v o l t a j e s en e l c i r c u i t o de campo. 
Lf d i f d t Rfif ef ( 4 - 3 1 ) 
El par mecánico gene rada por e l motor e s d i r ec tamente p r o p o r c i o n a l 
a l a c o r r i e n t e de campo i f y a l a c o r r i e n t e de l i nduc i do i a . Como l a 
c o r r i e n t e de i nduc ida e s c o n s t a n t e , en tonces : 
T = Kzi( ( 4 - 3 2 ) 
El par mecánico debe s e r capáz de vencer e l momento de i n e r c i a y 
e l r ozamiento , por l o que l a ecuac ión de suma de p a r e s será. : 
J — + f §? = T = Kzif ( 4 - 3 3 ) 
d t 2 d t 
C a l c u l a n d o l a t r an s f o rmada de l a p l a c e de l a s e c u a c i o n e s (4—31) y 
(4—33) tenemos: 
( L f s + Rf) I f<8> = Ef<s> ( 4 - 3 4 ) 
( J s 2 + fs)0<s> = Kzlfísi ( 4 - 3 5 ) 
Tomando como base l a s e c u a c i o n e s 4—34 y 4—35 y c o n s i d e r a n d o como 
e n t r a d a e l v o l t a j e Ef<s> y @<s> como s a l i d a s e puede c o n s t r u i r e l 
s i g u i e n t e d iagrama de b l o q u e s : 
1 /f(s) Sis) 
¿,5+fl, sUs + f ) 
F i g . 4 - 2 0 . Diagrama de b l o q u e s d e l motor de CC c o n t r o l a d o po r campo. 
El d iagrama de b l o q u e s de l a f i g . 4—20 s e puede s i m p l i f i c a r 
a p l i c a n d o á l g e b r a de b l o q u e s y a l mismo tiempo c a l c u l a r l a f unc i ón de 
t r a n s f e r e n c i a de l motor de CC. 
0<8> Kz Km 
E f < 8 > s ( L f s + R f ) ( J s + f ) s ( T f s + 1 ) (Tms + 1) 
donde Km s K2/(Rf f ) • c o n s t a n t e de gananc i a de l motor . 
Tf = Lf/Rf » c o n s t a n t e de t iempo de l c i r c u i t o de campo. 
Tm — J/f — c o n s t a n t e de t iempo de l e lemento i n e r c i a — f r i c c i ó n . 
Comparación del funcionamiento de un motor de CC cont ro l ado por 
induc ido con e l motor de CC cont ro lada por campo.La única v e n t a j a 
de l cont ro l por campo es que como e l c i r c u i t o de campo consume de un 5 
a un 77. de l a potencia de l motor, e l control de l a v e l o c i dad se hace 
en un d i s p o s i t i v o de muy b a j a potenc ia . Pero e l cont ro l por campo es 
más prob lemát ico por l a d i f i c u l t a d que impl ica e l t ener que mantener 
l a c o r r i e n t e de inducido i a como una constante- Es mucho más f á c i l 
d i sponer de una fuente de v o l t a j e constante para e l con t ro l de l motor 
por induc ido , además l a s constantes de tiempo son menores en e l 
con t ro l por induc ido . Otra d i f i c u l t a d del cont ro l por campo e s e l 
hecho de que l a función de t r a n s f e r e n c i a es de t e r c e r orden, mientras 
que l a de cont ro l por inducida e s de segunda orden . Esto ú l t imo se 
debe a que no es p o s i b l e d e s p r e c i a r en e l con t ro l por campo l a 
inductanc ia Lf. 
De acuerdo con todo l o a n t e r i o r e l cont ro l por induc ido t i ene 
mayares v e n t a j a s y se u t i l i z a por e l l o mucho más en l a p r á c t i c a . El 
con t ro l por campo solamente se u t i l i z a a lgunos casos en combinación 
con e l cont ro l por induc ido . 
4 - 3 . - GRAFICOS DE FLUJO DE SERAL. 
Como ya se v i ó con a n t e r i o r i d a d , los diagramas de b loques es una 
forma de representac ión muy ú t i l para s i s temas de c o n t r o l . Los 
g r á f i c o s de f l u j o de señal son o t r a forma de representac ión de 
s i s temas de c o n t r o l . 
Cuando e l diagrama de b loques es grande, e l procedimiento de 
s i m p l i f i c a c i ó n puede s e r compl icada. En é s t o s casos se puede a p l i c a r 
e l método de g r á f i c o s de f l u j o de señal con c i e r t a v e n t a j a ya que s e 
cuenta con una fórmula que nos permite en un s ó l o c á l c u l o s i m p l i f i c a r 
e l g r á f i c o hasta obtener d i rectamente l a función de t r a n s f e r e n c i a , que 
nos r e l a c i o n a l a entrada y l a s a l i d a de l s i s t ema . La fórmula para 
l o g r a r l a s i m p l i f i c a c i ó n en un g r á f i c o de f l u j o de señal s e denomina 
l a fórmula de Masón y s e ve rá un poco más ade l an t e . 
Desde luego que l a s i m p l i f i c a c i ó n a n t e r i o r también se puede hacer 
en un diagrama de b loques , ap l i c ando l a s r e g l a s de l á l g e b r a de b loques 
con e l único inconveniente de que l a s i m p l i f i c a c i ó n t endr í a que 
hacerse en v a r i o s pasos , l o cua l r ep resenta un procedimiento más l a r go 
y t a rdado . 
Básicamente un g r á f i c a de f l u j o de señal cont iene lógicamente l a 
misma información que un diagrama de b loques y s e puede t r a z a r a p a r t i r 
de ecuac iones a l g e b r a i c a s o de un diagrama de b l oques . 
Un g r á f i c o de f l u j o de señal c o n s i s t e en una red que cont iene 
nodos que están in te rconectados por ramas que t ienen una d i r ecc ión y 
un s e n t i d o . 
Para poder entender l o que es y como se r epresenta un g r á f i c o de 
f l u j o de seña l hay que d e f i n i r primeramente c i e r t o s términos . En 
segu ida se darán l a s d e f i n i c i ó n e s que const i tuyen una t e rmino log í a 
e s p e c i a l para g r á f i c o s de f l u j o de s e ñ a l . 
Nudo.— Es un punto que representa una v a r i a b l e o s e ñ a l . 
Transmitancia.— La t ransmitanc ia es una ganancia en t r e dos nudos. 
Rama.— Es un segmento de l i n e a con d i r e cc i ón y s en t i da que une dos 
nudos. La ganancia de una rama es una t r ansmi tanc i a . 
Nudo de entrada o fuente.** Es un nudo que s ó l o t i ene ramas que 
s a l e n . Corresponde a una v a r i a b l e independiente . 
Nudo de s a l i d a o sumidero.—Es un nudo que s ó l o t i e n e ramas que 
ent ran . Corresponde a una v a r i a b l e dependiente . 
Nudo mixto.— Es un nudo que t i ene tanto ramas que entran como 
ramas que s a l e n . 
Camino o t rayecto .— Es un r e c o r r i d o de ramas conectadas en e l 
s en t i do de l a s f l e c h a s de l a s ramas. S i no cruza ningún 
nudo más de una vez , e l camino o t r ayec to es a b i e r t o . S i 
e l camino o t r ayec to f i n a l i z a en e l mismo nudo de l cua l 
p a r t i ó , y no cruza ningún o t r o nudo más de una vez , e s un 
camino o t r ayec to c e r r ado . 
L a z o . - Es un camino o t r ayec to ce r r ado . 
Ganancia de lazo.— Es e l producto de l a s t ransmitanc ias de l a s 
ramas de un l a z o . 
Lazos d i s j u n t o s . - Son l a zos que no poseen ningún nudo común. 
Trayecto Directo .— Es e l t r ayec to de un nudo de entrada ( f u e n t e ) 
a un nudo de s a l i d a ( sumidero ) que no cruza ningún nudo 
más de una vez . 
Ganancia de Trayecto D i r e c t o . - Es e l producto de l a s t ransmitan -
c i a s de l a s ramas de un t r ayec to d i r e c t o . 
En la f i g . 4—21 se representa un g r á f i c o de f l u j o de señal en 
donde se pueden ver l o que son l o s nudos, l a s ramas y l a s 
F i g . 4 -21 G r á f i c o de F l u j o de Seña l . 
A l geb ra de G r á f i c o s de F l u j o de Señal.— Como ya s e mencionó 
anter iormente l o s g r á f i c o s de f l u j o de señal s e pueden s i m p l i f i c a r en 
un s o l o paso ap l i cando l a fórmula de liason que s e ve rá mas ade l an t e . 
Las r e g l a s que s e verán a cont inuación s e u t i l i z a n para t r a z a r e l 
g r á f i c o , e n t e n d e r su operación o r e a l i z a r pequeñas s i m p l i f i c a c i o n e s a l 
mismo. 
1 . - El v a l o r del nudo de s a l i d a con una s o l a rama de entrada es 
X2 = axi , como se ve en l a f i g . 4—22—a. 
2 . - La t ransmitancia t o t a l de v a r i a s ramas conectadas en s e r i e es 
i gua l a l producto de todas l a s t ransmitanc ias de l a s ramas, 
como s e ind i ca en l a f i g . 4 - 2 2 - b . 
3 . - La t ransmitanc ia t o t a l de v a r i a s ramas conectadas en p a r a l e l o 
se ob t i ene sumando l a s t ransmitanc ias de todas l a s ramas, 
como se ve en l a f i g . 4—22—c. 
4.— La f i g . 4—22—d nos ind i ca como se puede e l i m i n a r un nudo 
mixto. 
5 . - La f i g . 4 -22 - e nos ind i ca como se puede e l im ina r un l azo de 
g r á f i c o de f l u j o de s e ñ a l . De l a f i g . 4-22—e se puede ve r que 
xa = bx2 X2 = axi + cxa 
Subst ituyendo X2 en l a ecuación de xa, tenemos: 
xa a b [ a x i + cxa] = abxi + bcxa 
xa — bcxa = abxi 
xa [ 1 — be ] = abxi 
r ab , 
x a ~ t 1 1 b e ' ] ** 
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X I a xz 
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ab 
X I X2 
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xa xi xa 
( c ) xi X2 
X I 
—«a 
X2 
(d) 
X I 
X 2 
X I 
X2 
ac 
K4 
R e p r e s e n t a c i ó n de un 6 r á f i c o de F l u j o de Señal .— A cont inuac ión s e 
r e p r e s e n t a r á , e l g r á f i c o de un s i s tema de c o n t r o l cuyo modelo 
matemát i co e s t á formado por l a s s i g u i e n t e s t r e s e c u a c i o n e s : 
xi — a u x i + ai2X2 + aiaxa + biui 
xz — a2txi + a22X2 + a2axa + b2U2 
xa = aaixi + aazx2 + aaaxa 
( 4 - 3 6 ) 
( 4 - 3 7 ) 
( 4 - 3 8 ) 
S e c o n s i d e r a que ui y u2 son v a r i a b l e s de e n t r a d a ; x i ,x2 y xa son 
v a r i a b l e s de s a l i d a . Se t r a z a r á e l g r á f i c o de seña l por p a r t e s , c o n s i -
d e r a n d o pr imeramente l a ecuac ión (4—36) y pos t e r i o rmente l a s o t r a s dos 
e c u a c i o n e s . En pr imer l u g a r s e s i t ú a n l o s t r e s puntos que cons t i t uyen 
l o s nudos x i , X2 y xa como s e i n d i c a en l a f i g . 4—23. En s e g u i d a s e 
van t r a z a n d o l a s ramas de acuerdo con l o s d i f e r e n t e s té rminos de l a 
e c u a c i ó n ( 4 - 3 6 ) . 
Fig 4 - 2 3 . - G r á f i c o cor respondiente a l a ecuación ( 4 -36 ) 
S igu iendo e l mismo procedimiento a n t e r i o r s e t r a za l a g r á f i c a de 
l a ecuación ( 4 -37 ) y ( 4 - 3 8 ) . Se representan l a s g r á f i c a s en l a s 
f i g u r a s 4-24 y 4 -25 . 
dzz 
F i g . 4—25.— G r á f i c o cor respondiente a l a ecuación (4—38) 
Una vez que se t ienen l o s g r á f i c o s de cada una de l a s t r e s 
ecuac iones , se procede a t r a z a r un g r á f i c o completo, compuesto por l o s 
l o s t r e s g r á f i c o s a n t e r i o r e s . 
En l a f i g 4—26 se r epresenta e l g r á f i c o completo de l s i s tema de 
c o n t r o l . 
F i g . 4—26.— G r á f i c o completo de l s i s tema de c o n t r o l • 
G r á f i c o s de f l u j o de seña l para d iagramas de b loques .— Aunque se 
puede t r a z a r un g r á f i c o de l a s ecuac iones de un s i s tema de c o n t r o l , 
también e s p o s i b l e t r a z a r e l g r á f i c o desde un diagrama de b l oques . Los 
d iagramas de b loques t i enen l a misma información que un g r á f i c o de 
f l u j o de s e ñ a l , pero son d i f e r e n t e s en su r e p r e s e n t a c i ó n . En segu ida 
s e verán a lgunos e j emp los de diagramas de b loques y sus g r á f i c o s 
e q u i v a l e n t e s . 
i 
R{$) 
G(s) 
C(S) 6 (5 ) 
R(s) Gis ) 
G(s) 
flls) £U)\ • C(s) 
-His) 
Ws) 
Alis) 
C(s) 
His) 
fí[s) 
F i g . 4—27.— Diagramas de b loques y sus co r r e spond i en te s g r á f i c a s 
de f l u j o de s e ñ a l . 
Ws) 
ms\ C(s) 
/?,(s) G,,(s) C,(s) 
F i g - 4—2S.— Continuación de Diagramas de B loques y G r á f i c o s , 
Fórmula de Masón.— Como ya se mencionó, una de l a s v e n t a j a s de l o s 
g r á f i c o s de f l u j o de señal e s que se cuenta con una fórmula que nos 
permite s i m p l i f i c a r un g r á f i c o en un só l o paso para obtener l a función 
de t r a n s f e r e n c i a t o t a l , en lugar de i r s i m p l i f i c a n d o paso a paso como 
en l o s diagramas de b loques -
La fórmu1a de 1a gananc i a de Masón que hace pos i b l e e s t a 
s i m p l i f i c a c i ó n ráp ida en forma d i r e c t a , se puede r ep r e sen ta r por l a 
s i g u i e n t e ecuación i 
P = -7- Z Pk Ak A 
donde : 
Pk — Ganancia del k-esimo t rayecto d i r e c t o . 
A = Determinante del g r á f i c o 
= i — (suma de todas l a s ganancias de l a zo d i s t i n t a s ) + (suma 
de l o s productos de l a s ganancias de todas l a s combinaciones 
p o s i b l e s de dos l azos no ad juntos ) — (suma de l o s productos 
de ganancias de todas l a s combinaciones p o s i b l e s de t r e s 
l azos no ad j un to s ) + . . . . . . 
= 1 - r La + Z LfeLc - Z LdLeLf + 
ZLa — Suma de todas l a s d i s t i n t a s ganancias de l a z o . 
ZLbLc = Suma de l o s productos de l a s gananc ias de todas l a s 
p o s i b l e s combinaciones de dos l a z o s no a d j u n t o s . 
ZLdLeLf = Suma de l o s productos de l a s ganancias de todas l a s 
p o s i b l e s combinaciones de t r e s l a zo s no ad j un to s . 
Ak = Co f ac to r de l determinante del k—esimo t r ayec to d i r e c t o 
de l g r á f i c o , con l o s l azos ad juntos de l k—esimo t r a y e c -
to d i r e c t o e l iminados . 
Se r e so l ve rán dos e jemplos para a p l i c a r l a fórmula de Masón a l o s 
g r á f i c o s de s e ñ a l . 
Ejemplo 4—4.— El diagrama de b loques de l a f i g . 4—29 representa un 
s istema de c o n t r o l . Se desea c o n v e r t i r e l diagrama de b loques a un 
g r á f i c o de f l u j o de señal y poster iormente a p l i c a r l a fórmula de Masón 
para c a l c u l a r l a función de t r a n s f e r e n c i a de l a z o ce r r ado C ( s ) / R ( s ) . 
F i g . 4 - 2 9 . - Diagrama de b loques del s is tema de con t ro l 
Tomando como base el diagrama de bloques de la fig 4-29 se obtiene 
el gráfico de flujo de señal equivalente de la fig. 4-30. 
Fig. 4-30.- Gráfico de flujo de señal para la fig. 4-29. 
Observando el gráfico de la fig. 4—30, se ve que solamente hay un 
trayecto directa desde la entrada R<s> hasta la salida C<s>. La ganan-
cia de este trayecto directo es: 
Pi = GiGzGa 
También en el gráfico podemos ver que hay tres lazos cuyas 
ganancias son: 
Li = GiGzHi 
Lz = -G2G3H2 
Ls = -G1G2G3 
Los tres lazos tienen por lo menos una rama común por lo que en 
éste caso no tenemos lazos disjuntos. 
El siguiente paso es encontrar el determinante del gráfico A, para 
lo cual nos basamos en la fórmula general. 
A = 1 - <Li + Lz + La) 
Substituyendo el valor de Li, L2 y La, tenemos que: 
A = 1 - GiGzHi + GzGaHz + GiGzGa 
Basándonos en la fórmu1a anterior del determinan te podemos 
encontrar los cofactores. Debido a que el número de cofactores es 
igual al de trayectos directos, en este caso sólo habrá un cofactor 
cuyo valor se obtiene eliminando del determinante todos los lazos 
adjuntos al trayecto directo Pi, (que son todos los tres lazos), por 
lo que: 
Ai = 1 
Una ve2 que ya se tienen los trayectos directos, el determinante y 
los cofactores, se substituyen los valores en la fórmula de Masón como 
se indica a continuación. 
C< 8 ) p P i Al = B1G2G3 
R<8> A 1 - G1G2H1 + 6269Hz + GiGzGa 
Este diagrama de bloques que luego se transformó en un gráfico de 
flujo de señal ya lo habiamos resuelto aplicando las reglas del 
algebra de bloques paso a paso. El diagrama de bloques está, en la pag. 
No 80, fig. 4—8 y la simplificación final se obtuvo en la fig. 4—8—d 
de la pag. 82. Como se puede comprobar los resultados obtenidos son 
lógicamente iguales, por el método de bloques o gráficos de flujo de 
señal. 
Ejemplo 4—5.—Aplicando la fórmula de Nason se desea calcular la 
función de transferencia Co>/R<8> del gráfico de flujo de señal que 
se representa en la fig. 4—31. 
Fig. 4—31.— 6ráfico de flujo de señal de un sistema de control. 
Trayectos directos.— En este gráfico existen tres trayectos 
directos que son: 
Pi = G1G269G4GS 
Pz = GiG*6sG<s 
Pa « GiGzG? 
Lazos de retroalimentación.- Analisando el gráfico se pueden ver 
cuatro lazos de retroalimentación cuyas ganancias son: 
Li = -G*Hi 
Lz = -G2G7H2 
La = G46sG«H2 
L.4 a -G2G3G4G5H2 
Revisando todos los lazos se llega a la conclusión de que sólo los 
lazos Li y L2 no tienen nada en común y por lo tanto son lazos no 
adjuntos o lazos disjuntas. 
Determinante.— El determinante del g r á f i c o de f l u j o de sefíal se 
ob t i ene ap l i cando la fórmula g ene r a l « 
A « i - (Li + Lz + La + L4) + LiLz (4-39) 
Subst i tuyendo e l v a l o r de l o s l azos en l a ecuación a n t e r i o r ; 
A = 1 + 64H1 + B2G7H2 + G4GsGoH2 + GzG3G-tGsH2 (4-40) 
Cofactores .— En e s t e caso tendremos t r e s c o f a c t o r e s , u n o para cada 
t r ayec to d i r e c t o . E l Co f ac to r Ai se obt iene de l a ecuación de A (4 -39 ) 
e l iminando de l determinante l o s l azos ad juntos a l t r ayec to d i r e c t o 
Pi , que son todos , L i , L2, La y L* . Por l o t an to : 
Ai = 1 
En forma semejante se pueden c a l c u l a r l o s c o f a c t o r e s A2 y Aa. 
A z = l A a = l - L i = l + G4H1 
Finalmente s e a p l i c a n l o s v a l o r e s de l o s t r ayec to s d i r e c t a s , 
c o f a c t o r e s y determinante a l a fórmula de Masón: 
^ 8 > = P = —4—(P1A1 + P2A2 + PaAa) R ( s > A 
C< s > _ GiG2Ga64Gg + GiG^GsGa * GiG2G?(l + G4H1) 
Rc 8) i + G4H1 + G2G7H2 + G4GSG0H2 + GZGSG4G5H2 + 64H1G2G7H2 
La fórmula de l a ganancia de Masón es muy ú t i l para r e d u c i r 
diagramas de s is temas grandes con muchas componentes de un s ó l o paso, 
s in neces idad de reducc iones g radua l e s paso a paso como en l o s 
diagramas de b loques . Lo importante a l a p l i c a r l a fórmula de Masón es 
poder v i s u a l i z a r con toda c l a r i d a d todos l o s t r ayec to s d i r e c t o s y l o s 
l a zo s de re t roa l imentac ión s in que se nos escape ninguno, de e s to 
depende que l a s i m p l i f i c a c i ó n sea c o r r e c t a . Como es o b v i o , l a 
e xpe r i enc i a en l o s g r á f i c o s se l o g r a r á r e so l v i endo e j emplos para 
a p l i c a r v a r i a s veces l a fórmula de Masón. También podemos s i m p l i f i c a r 
un diagrama de b loques por l o s dos métodos para comprobar e l r e s u l t a d o 
que debe s e r i d é n t i c o en l o s dos casos , e s to ú l t imo es una forma muy 
e f e c t i v a de comprobación de r e s u l t a d o s . 
PROBLEMAS P R O P U E S T O S 
Problema 4—1.— Apl icando a l g e b r a de b loques o l a Formula de Masón, 
determinar C/R en cada uno de l o s diagramas de b loques de l a s 
s i g u i e n t e s f i g u r a s : 
£ 
G* 
<5 •7, 
4 
4 
Q>) 2 
r 
<5, ±J J 
4 
Problema 4—2.— Reducir e l diagrama de b loques de l a f i g u r a a l a 
forma canónica , conservando únicamente en l a r e t roa l imentac ión e l 
b loque Ha. 
Problema 4—3.— Determinar l a s a l i d a t o t a l C de l diagrama de 
b loques de l a f i g u r a , ap l i cando e l A lgebra de b loques o Formula de 
Mason y e l p r i n c i p i o de l a supe rpos i c ión . 
Problema 4—4.— C a l c u l a r C/Ri para e l diagrama de b loques de l a 
f i g u r a 4—32. 
Problema 4 - 5 . - Determinar C/Rz para e l diagrama de b loques de l a 
f i g u r a 4—32. 
Problema 4 - 6 . - C a l c u l a r l a s a l i d a to ta l C de l diagrama de b loques 
representado en l a f i g . 4—32. 
z ¿ O - f ^ 
u. 
A4 
n, 
6 '73 
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F i g . 4 -32 
Problema 4 - 7 . - C a l c u l a r C/R para e l s i s tema de cont ro l 
representado en e l s i g u i e n t e diagrama de b l oques : 
Problema 4 - 8 . - A p l i c a n d o l a fd rmula de Masón c a l c u l a r C/R en e l 
s i g u i e n t e diagrama de b l o q u e s : 
Problema 4 - 9 . - Encontrar C/R para e l diagrama de b l oques de l a 
f i g u r a , a p l i c a n d o g r á f i c o s de f l u j o de seña1. 
CAPITULO V 
ACCIONES BASICAS DE CONTROL 
5—1- — I n t r o d u c c i ó n . 
Como ya s e e s t a b l e c i ó de sde e l p r imer c a p i t u l o , t odos l o s s i s t e m a s 
de c o n t r o l a u t o m á t i c o deben t e n e r r e t r o a l i m e n t a c i ó n . La r e t r o a l i m e n t a -
c i ó n cumple v a r i o s o b j e t i v o s muy i m p o r t a n t e s pa ra e l s i s t e m a de 
c o n t r o l . P r imero s e mide l a s a l i d a r e a l de l s i s t e m a y s e r e g r e s a e s t a 
med ic ión como una s e ñ a l , a t r a v é s de l a r e t r o a l i m e n t a c i ó n pa r a 
c o m p a r a r l a con e l v a l o r que deseamos t e n e r en l a s a l i d a . E l v a l o r 
d e s e a d o en l a s a l i d a s e i n d i c a en l a s e ñ a l de e n t r a d a de r e f e r e n c i a 
d e l s i s t e m a . Luego s e comparan ambos v a l o r e s , l a s a l i d a r e a l y e l 
v a l o r d e s e a d o , de e s t a comparac ión s u r g e una s e ñ a l de e r r o r que nos 
i n d i c a l a d e s v i a c i ó n e n t r e l a s a l i d a r e a l y l a d e s e a d a . 
La s e ñ a l de e r r o r l e i n d i c a a l s i s t e m a que no s e ha a l c a n z a d o e l 
n i v e l de seado en l a s a l i d a , por l o que e l s i s t e m a t i e n e que hace r a l g o 
p a r a c o r r e g i r e l e r r o r y a l c a n z a r r e a l m e n t e l a s a l i d a que s e d e s e a . La 
f o rma en l a que e l s i s t e m a a u t o m á t i c o p roduce una s e ñ a l de c o n t r o l 
p a r a c o r r e g i r e l e r r o r s e l e l l ama " Acc ión de C o n t r o l " . 
E x i s t e n s e i s a c c i o n e s b á s i c a s de c o n t r o l que s e e s t u d i a r á n más 
a d e l a n t e y que s e u t i l i z a n ex tensamente en l o s s i s t e m a s de c o n t r o l 
a u t o m á t i c o s i n d u s t r i a l e s , Como veremos l a s p r i m e r a s a c c i o n e s son 
s i m p l e s pa rque d e s a r r o l l a n una s ó l a a c c i ó n , p e r o l a s ú l t i m a s t r e s son 
a c c i o n e s combinadas que c o n t i e n e n dos o más a c c i o n e s en e l mismo 
c o n t r o l a d c r . 
5 - 2 . - C l a s i f i c a c i ó n de l o s S i s t e m a s de C o n t r o l A u t o m á t i c o . 
Los s i s t e m a s de c o n t r o l s e pueden c l a s i f i c a r en v a r i a s f o r m a s , por 
e j e m p l o de a c u e r d o con e l t i p o de f u e n t e de e n e r g i a y componentes que 
u t i l i c e n , p u e d e n s e r e l é c t r i c o s , e l e c t r ó n i c o s , h i d r á u l i c o s o neumát i cos . 
P a r a s e l e c c i o n a r e l t i p o de c o n t r o l más adecuado pa r a una a p l i c a c i ó n 
e s p e c i f i c a s e d e b e r á n tomar en c u e n t a d i f e r e n t e s a s p e c t o s c o m o , l a 
n a t u r a l e z a de l a p l a n t a y su s c o n d i c i o n e s de f u n c i o n a m i e n t o , además de 
c o n s i d e r a c i o n e s de s e g u r i d a d , c o s t o , d i s p o n i b i l i d a d , c o n f i a b i l i d a d , 
p r e c i s i ó n , peso y tamaño. 
De a cue rdo con su a c c i ó n de c o n t r o l , l o s c o n t r o l e s a u t o m á t i c o s 
i n d u s t r i a l e s s e pueden c l a s i f i c a r e n : 
1 . - Acc ión de c o n t r o l de dos p o s i c i o n e s o de Si—No ( Q n - O f f ) . 
2 . - Acc ión de c o n t r o l P r o p o r c i o n a l . 
3 . - Acc ión de c o n t r o l I n t e g r a l . 
4 . - Acc ión de c o n t r o l P r o p o r c i o n a l e I n t e g r a l . 
5.— Acc ión de c o n t r o l P r o p o r c i o n a l y D e r i v a t i v o . 
ó.— Acc ión de c o n t r o l P r o p o r c i o n a l , D e r i v a t i v o e I n t e g r a l . 
Elementos de un cont ro l ado r automático i n d u s t r i a l . - Todos l o s 
cont ro l ado res automáticos i n d u s t r i a l e s t ienen por lo menos t r e s 
componentes b á s i c o s , un amp l i f i c ado r , un elemento de medición y un 
de tec to r de e r ro r .En l a f i g . 5—1 se representa un diagrama de b loques 
con l a s t r e s pa r t e s de un cont ro l ado r . 
F i g . 5—1.— Componentes de un contro lador automático i n d u s t r i a l . 
El Amp l i f i cador se r equ i e r e debido a que generalmente l a señal de 
e r r o r que produce e l de tec to r de e r r o r t i ene un n i v e l de potenc ia muy 
b a j o que no es s u f i c i e n t e para mover algún d i s p o s i t i v o acc ionador como 
por e jemplo una v á l v u l a o un motor e l é c t r i c o . Por l o tanto l a señal de 
e r r o r se introduce a un amp l i f i c ado r para que l a seña l de s a l i d a de l 
mismo tenga l a patenc ia necesa r i a para mover a lgún d i s p o s i t i v o que 
t ienda a c o r r e g i r e l e r r o r del s i s tema. 
El Elementa de Medición es un d i s p o s i t i v o que s i r v e para medir l a 
seña l de s a l i d a de l a p l anta y ademas cambiar l a señal por o t r a de 
na tu r a l e z a d i s t i n t a que sea de i gua l t i po que l a seña l de entrada de 
r e f e r e n c i a . El elemento de medición puede c o n v e r t i r por e jemplo una 
seña l de l a s a l i d a de pres ión a v o l t a j e , de ve l oc idad a v o l t a j e * e t c . 
Generalmente l a seña l de s a l i d a del elemento de medición es un v o l t a j e 
ya que l a señal de r e f e r e n c i a también l o e s . Se nece s i t a cambiar l a 
na tu ra l e za de la señal que ent ra a l elemento de medición para poder 
comparar dos s e ñ a l e s de l mismo t i p o en e l de tec to r de e r r o r . S i se 
a p l i c a n s eña l e s de na tu ra l e za d i s t i n t a como ent radas a l d e t ec to r de 
e r r o r , obviamente e l de tec to r no puede t r a b a j a r , ya que no podr ía 
comparar dos s eña l e s de na tu ra l e za d i s t i n t a . 
El de tec ta r de e r r o r como ya se d i j o compara l a s dos s eña l e s de 
ent rada de l a misma na tu ra l e za y nos dá como s a l i d a una señal de e r r o r 
de l a misma na tu ra l e za de l a s s eña l e s de ent rada . S i l a s ent radas son 
s e ñ a l e s de v o l t a j e , l a s a l i d a también s e r á un v o l t a j e . 
Cont ro l e s Autoactuantes.— Casi todos l o s c o n t r o l e s automáticos 
i n d u s t r i a l e s t ienen sus componentes separadas en unidades independien -
t e s , l o cual s i g n i f i c a que e l amp l i f i c ado r e s t á separado de l elemento 
de medición y de l de tec to r de e r r o r . Sin embargo hay a lgunos c o n t r o l e s 
muy s e n c i l l o s que t ienen todas sus componentes in teg radas en una s o l a 
u n i d a d , e s t e t i p o de c o n t r o l e s son denominados Cont ro les Autoactuantes , 
y son muy u t i l i z a d o s en l a p r á c t i c a porque son muy s imples y muy 
económicos. 
En l a f i g . 5—2 s e r ep re sen ta un con t ro l au toac tuante que se 
u t i l i z a para r e g u l a r l a p res ión en l a s a l i d a a un v a l o r c ons t an t e . Las 
p a r t e s p r i n c i p a l e s de l con t ro l son; 
a ) Un t o r n i l l o de r e g u l a c i ó n . 
b ) Un r e s o r t e de p r e s i ó n . 
c ) Una vái lvula de c o n t r o l . 
En l a ent rada se a p l i c a l a p res ión de un f l u i d o , que puede s e r ga s 
o l i q u i d o . Esta p res ión de ent rada t i e n e un v a l o r mayor que l a p res ión 
de s a l i d a , que s e desea c o n t r o l a r , como sucede en un tanque l l e n o de 
gas butano por e j emp lo . La p res ión de ent rada cuando e s g rande s e 
a p l i c a sob re e l d i a f r agma por l a pa r t e i n f e r i o r , e j e r c i e n d o una f u e r z a 
hac ia a r r i b a . Esta f u e r z a hac ia a r r i b a es c o n t r a r r e s t a d a en p a r t e por 
l a f u e r z a que e l r e s o r t e e j e r c e hac ia a b a j o p res ionado por e l t o r n i l l o 
de r e g u l a c i ó n . Cuando l a p res ión de ent rada e s e l e v a d a , produce un 
movimiento de l d i a f r agma hac ia a r r i b a que e s t r a n g u l a un poco l a 
v á l v u l a de c o n t r o l , disminuyendo con e l l o l a cant idad de f l u i d a en l a 
s a l i d a y con e l l o también l a p r e s i ó n . 
F i g . 5—2.— V a l v u l a de Contro l Autoac tuante . 
A medida que l a p res ión de ent rada disminuye deb ido a que e l 
tanque de gas s e va vac i ando , l a f u e r z a e j e r c i d a s o b r e e l d i a f r agma va 
disminuyendo por l o que e l r e s o r t e mueve e l d i a f r agma hac ia a b a j o l o 
que produce l a a b e r t u r a de l a v á l v u l a de c o n t r o l , de jando pasar más 
f l u i d a para que l a p res ión de s a l i d a s e mantenga cons t an te . 
El a j u s t e de l t o r n i l l o de r e g u l a c i ó n depende de l a p res ión que se 
desee t ene r en l a s a l i d a . S i queremos una p res ión e l e v a d a , e l t o r n i l l o 
de r e g u l a c i ó n s e debe a j u s t a r para que aumente l a f u e r z a s o b r e e l 
r e s o r t e hac ia a b a j o y é s t e a su vez p res ione e l d i a f r a gma para a b r i r y 
mantener a s i l a v á l v u l a de c o n t r o l , con l o cua l s e l o g r a e l aumento de 
l a p r e s i ón en l a s a l i d a . S i s e q u i e r e r e d u c i r l a p res ión en l a s a l i d a , 
e l movimiento de l t o r n i l l o de r e g u l a c i ó n s e hará, en s e n t i d o c o n t r a r i o . 
Generalmente e s t o s r e g u l a d o r e s de p res ión au toac tuantes ya v ienen 
a j u s t a d o s de f á b r i c a para ob tene r una determinada pres ión de s a l i d a 
cons t an t e . La p a r t e más d e l i c a d a de l con t ro l e s e l d i a f r agma que se 
puede romper por e l movimiento que r e a l i z a a l e s t a r r egu lando l a 
p r e s i ó n . También pueden p r e s e n t a r s e f u g a s de ga s en l a unión de l a s 
dos p a r t e s d e l c o n t r o l , l a s u p e r i o r y l a i n f e r i o r . Es recomendable 
cuando suceda una f a l l a , c o m p r a r o t r o r e g u l a d o r y no t r a t a r de 
r e p a r a r l o ya que e l co s to de l r e g u l a d o r es b a j o y e l r i e s g o de l a f u g a 
de ga s puede s e r muy a l t o . 
lió 
Acciones baa icas de C o n t r o l . - A continuación sa £»stuoi aran i 3 = 
d i teren tes acc ionas de con t ro 1 v se verán a 1 gurtas api ic ac ione-3 
o r i c t i c a s para i a s mismas. Es muy importante encender todas l a s 
acc iones de contro l para después poder s e l e cc i ona r la más adecuada a 
una determinada a p l i c a c i ó n . 
i.— Acción de Control de dos pos ic iones o de S i - N o . En e s t e t ipo 
de c o n t r o l , l a s a l i d a s ó l o t i ene dos pos ic iones f i j a s que pueden se r 
por e jemplo a b i e r t o - c e r r a d o , conectado-desconectado, prendido-apagado 
e t c . Este contro l es muy s e n c i l l o y muy económico por lo que t i ene una 
gran cantidad de a p l i c a c i o n e s , a n iva l i n d u s t r i a l y doméstico. 
En la f i g . 5 - 3 - a se representa un diagrama de b loques dei contro l 
de dos po s i c i ones . Dependiendo del v a l o r del e r r o r " e " , l a s a l i d a "m" 
puede tener dos v a l o r e s . Mi o M2. Matemáticamente la acción de contro l 
se puede r ep resenta r en la s i g u i e n t e forma: 
m<t> = Mi 
m<t> — M 2 
para e<t> > 0 
para eu> < 0 
8'Ktia Aftfenasi 
^ e , 
Mi 
(TI 
) • * ^ 1 7 
m 
1 Mz 
( 0 ) 
F i g . 5—3. ( a ) Diagrama de bloques de un contro l 31—No. 
\b) Diagrama de bloques de un cont ro l Si—No 
con brecha d i f e r e n c i a l . 
Los c o n t r o l e s S i -No generalmente son e l é c t r i c o s , neumáticos o una 
combinación de ambos. La mayoría de los con t ro l e s de dos pos i c iones 
t ienen una brecha d i f e r e n c i a l que p r o t e j e a l s istema de una acción 
excesivamente f r ecuente de energ izar—desenerg izar o a b r i r — c e r r a r . Para 
entender mejor l o que es la brecha d i f e r e n c i a l , s e a n a l i z a r á en seguida 
un s istema de cont ro l de n i ve l de l í qu i do que se r epresenta en la f i g . 
5 - 4 . 
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F i g . 5—4.— Sistema de Control de Nive l de L iqu ido S i - N o . 
En e l s istema de cont ro l de la f i g . S—4 se desea mantener e l n i ve l 
del l í q u i d o en e l r e c i p i e n t e a una a l t u r a " h " . En un p r i n c i p i o que e l 
tanque e s tá v ac i o , e l f l o t a d o r e s t á aba j o y e s t e c i e r r a un i n t e r r u p t o r 
e l é c t r i c o para ene r g i z a r l a bobina de la v á l v u l a de cont ro l de l l enado 
con l o cual l a v á l vu l a se ab re y se empieza a l l e n a r e l r e c i p i e n t e . 
Conforme se vaya l lenando e l tanque, e l f l o t a d o r sube y l l e g a un 
momento en que abre e l i n t e r rup to r e l é c t r i c o , con l o cua l l a bobina de 
l a v á l v u l a de l l enado se desenerg iza y la v á l v u l a se c i e r r a para no 
derramar 1íquido f u e r a del tanque. 
Al u t i l i z a r s e e l agua del r e c i p i e n t e , e l n i v e l de l í q u i d o b a j a , e l 
f l o t a d o r c i e r r a de nuevo e l i n t e r rup to r y l a v á l v u l a de l l enado se 
ab r e para a l canza r l a a l t u r a "h" de n ive l de l í q u i d o . 
En é s t e caso l a brecha d i f e r e n c i a l se a j u s t a sob re l a v a r i l l a 
v e r t i c a l del f l o t a d o r , y c o n s i s t e en dos rondanas que se pueden 
a j u s t a r con tuerca y t o r n i l l o a l a v a r i l l a v e r t i c a l a una d i s t a n c i a 
que puede se r de 15 o 20 cm. Supongamos que l a a l t u r a , (h" sea de dos 
metros, entonces l a s rondanas se a jus tan de t a l manera que una abra e l 
i n t e r r u p t o r cuando e l n i ve l "h" a lcance l o s 2 metros, y l a o t r a para 
que c i e r r e e l i n t e r r u p t o r a un n i ve l de 1.80 metros. Por l o tanto l a 
brecha d i f e r e n c i a l s e r i a en e s t e caso de 20 cm. 
S i no hubiera brecha d i f e r e n c i a l , e l f l o t a d o r ab re e l i n t e r r u p t o r 
a l o s 2 metros, pero inmediatamente que b a j e e l f l o t a d o r c u a l q u i e r 
d i s t a n c i a por minima que s e a , e l i n t e r rup to r c i e r r a , e l n i v e l vue lve a 
s u b i r , e l f l o t a d o r ab re de nuevo y e s ta secuenc ia se puede r e p e t i r 
muchas veces l o que r e s u l t a dañino para e l s i s tema . 
El e jemplo que se a n a l i a ó es de un s istema de cont ro l de n i v e l de 
l í q u i d o , pero lógicamente l a acción de cont ro l S i -No y su brecha 
d i f e r e n c i a l se puede a p l i c a r para c o n t r o l a r s i s temas de p re s i ón , 
temperatura y o t r o s más. 
2.— Acción de Control P r o p o r c i o n a l . - Para e s t e t i p o de c o n t r o l , l a 
r e l a c i ó n ent re l a s a l i d a de l contro l m(t) y l a entrada que es l a señal 
de e r r o r , se puede expresa r matemáticamente con l a s i g u i e n t e ecuac ión : 
m(i) = Kpe(i) 
donde m(t) es l a s a l i d a de l c on t r o l , Kp es una constante de 
p roporc iona l i dad y e ( t ) es l a señal de entrada o e r r o r . Transformando 
por Lap lace l a ecuación a n t e r i o r obtenemos: 
M(s ) = KpE(s) o l a función de t r a n s f e r e n c i a M ( s ) / E ( s ) = Kp 
En l a f i g . 5—5 se puede ve r un diagrama de b loques de un cont ro l 
p roporc iona l • 
F i g . 5—5 Diagrama de b loques de un con t ro l p r opo r c i ona l . 
Como se puede comprender basándonos en la func ión de t r a n s f e r e n c i a 
del con t ro l p r opo r c i ona l , cua l qu i e r cont ro l de e s t e t i p o es e s e n c i a l — 
mente un a m p l i f i c a d o r en donde l a s a l i d a es l a ent rada m u l t i p l i c a d a 
por l a ganancia que se representa por l a constante Kp. 
3.—Acción de Contro l In teg ra l .— En e l cont ro l I n t e g r a l , l a seña l 
de s a l i d a es p roporc iona l a l a i n t e g r a l del e r r o r y sepuede e x p r e s a r 
por medio de l a s i g u i e n t e ecuac ión : 
m(U = Ki X l e ( i ) d t o 
donde m(t) es l a s a l i d a , Kv es una constante de p ropo rc i ona l i dad 
i n t e g r a l y e ( t ) e s l a seña l de e r r o r . La constante Kí. a l i g u a l que l a 
constante Kp son r e g u l a b l e s . Transformando por Lap l ace l a ecuación 
a n t e r i o r obtenemos: 
M . , _ Ki. c , , , , M ( s ) Kj. M(s ) = E ( s ) o l o que es i gua l • ® " 
Es importante entender l a d i f e r e n c i a ent re un con t r o l i n t e g r a l y 
un p r o p o r c i o n a l . En e l cont ro l i n t e g r a l , l a s a l i d a e s l a i n t e g r a l de l 
e r r o r durante un tiempo, l o que s i g n i f i c a que e l e r r o r aunque sea muy 
pequeño, s e va acumulando con e l tiempo y l a s a l i d a m(t) s e incrementa 
cons iderab lemente para tomar una acción de con t r o l y c o r r e g i r a l 
s i s t ema . En un con t r o l p ropo rc i ona l , l a s a l ida es p roporc iona l a l a 
en t rada , por l o tanto s i e l e r r o r es pequeño y cons tante , l a s a l ida 
también s e r á pequeña y su v a l o r permanece cons tan te . Por l o a n t e r i o r 
se recomienda a p l i c a r l a acción de cont ro l i n t e g r a l pa ra s i s temas con 
e r r o r e s pequeños y cuya duración en tiempo es grande ya que s i se 
a p l i c a acc ión p roporc iona l e s p o s i b l e que e l c on t r o l no de t ec t e e l 
e r r o r por pequeño o no a lcance a tomar una acción para c o r r e g i r . 
En l a f i g . 5 -6 se representa e l diagrama de b loques de un cont ro l 
i n t e g r a l . 
F i g . 5—¿> Diagrama de b loques de un con t r o l I n t e g r a l . 
4.— Acción de Control P r o p o r c i o n a l — I n t e g r a l E s una acción de 
control combinada que mezcla en un sólo controlador las dos acciones. 
Matemáticamente esta acción de control se puede representar por medio 
de l a s i g u i e n t e ecuación 
m(t) = Kpe(t) + K£ Ti. S e ( t ) d t o 
transformando por L a p l a c e l a ecuación a n t e r i o r obtenemos: 
M ( s ) = KpE(s) + E ( s ) T i s 
cons iderando E ( s ) como seña l de ent rada 
s a l i d a , l a f unc ión de t r a n s f e r e n c i a de l 
a l c o n t r o l a d o r 
c o n t r o l a d o r P—I 
y M ( a ) 
será.: 
como 
M U ) 
E U ) = Kp(1 + Ti. 
En l a s ecuac iones a n t e r i o r e s , Kp se denomina cons tante de 
s e n s i b i l i d a d p roporc iona l y Ti es una constante de tiempo i n t e g r a l . 
Como se ve rá más ade l an te en a lgunos e j emp lo s de c o n t r o l e s 
e l e c t r ó n i c o s P—I, t anto l a constante Kp como Ti. se pueden a j u s t a r o 
r e g u l a r f á c i l m e n t e . 
En l a f i g u r a 5—7 se r ep resenta e l diagrama de b loques de un 
cont ro l p r o p o r c i o n a l — i n t e g r a l , además se r ep r e s en ta l a g r á f i c a de l a 
sa l ida de d icho con t r o l cuando se l e a p l i c a como ent rada una seña l 
esca lón u n i t a r i o . 
— ^ 
. E(s) Ka ( 1 + T¡ S ) Mis) 
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F i g . 5—7 a ) Diagrama de b loques de l con t ro l P - I 
b ) Esca lón u n i t a r i o a p l i c a d o como en t r ada a l c on t r o l P—I 
c ) Señal de s a l i d a de l c o n t r o l P - I 
5.— Acción de con t ro l P ropo rc iona l -De r i va t i va .—También e s una 
acción de con t ro l combinada, l a cua l se recomienda para s i s t emas de 
con t ro l con e r r o r e s grandes que sean constantes o e r r o r e s cuya v a r i a — 
ción sea grande con r e spec to a l t iempo. La acc ión de c o n t r o l P—D se 
puede r ep r e s en t a r matemáticamente con l a s i g u i e n t e ecuac ión : 
m( t ) = Kpe ( t ) + KpTd * b ) 
d t 
transformando por Lap l ace l a ecuación a n t e r i o r obtenemos: 
Mis ) = KpE(s) -»- KpTdsE(s) 
cons iderando M(s ) como seña l de s a l i d a de l c o n t r o l a d o r y E ( s ) como 
en t r ada , l a func ión de t r a n s f e r e n c i a de l contro1ador P—D s e r á : 
- m = ^ + T ~ > 
Al i g u a l que en l o s c o n t r o l a d o r e s a n t e r i o r e s , l a Kp e s una 
cons tante de p ropo rc i ona l i dad y Td una constante de tiempo d e r i v a t i v a . 
Ambas constantes son v a l o r e s que s e pueden r e g u l a r f á c i l m e n t e . 
En l a f i g . 5—8 se r ep re sen ta e l diagrama de b loques de un con t r o l 
p r opo r c i ona l—de r i v a t i vo . Además se r ep re sen ta l a s a l i d a de d icho 
cont ro l cuando se a p l i c a como ent rada una seña l rampa u n i t a r i a . 
F i g . 5—8 a ) Diagrama de b loques d e l con t ro l P—D 
b ) Rampa u n i t a r i a a p i i c a d a como ent rada a l c on t r o l P—D 
c ) Señal de s a l i d a de l c on t r o l P-D 
6.— Acción de Cont ro l P r o p o r c i o n a l - D e r i v a t i v a - I n t e g r a l . - Es l a 
acc ión de c o n t r o l más completa de todas y c o n j u n t a en un s ó l o equ ipo 
l a s v e n t a j a s de cada acc ión b á s i c a de c o n t r o l . A n t e s de v e r l a 
ecuac ión de e s t e c o n t r o l a d o r e s importante hacer n o t a r que no se puede 
ú t i l i z a r un con t r o l puramente d e r i v a t i v o en l a p r á c t i c a como e l 
c o n t r o l i n t e g r a l o e l p r o p o r c i o n a l . La razón de l o a n t e r i o r e s muy 
s imp le ya que e l c o n t r o l d e r i v a t i v o s imp le no d e t e c t a e r r o r e s cuyo 
v a l o r s ea cons t an te d e b i d o a que l a d e r i v a d a de una c o n s t a n t e e s c e r o , 
por l o que no tomar la ninguna acc ión para c o r r e g i r en é s t o s c a s o s . 
l_a ecuac ión que r e p r e s e n t a l a ope rac ión de un c o n t r o l R—D—I e s l a 
s i g u i e n t e : 
m ( t ) = Kpe ( t ) + KpTd U + X t e ( t ) d t 
ut | V O 
t rans formando por L a p l a c e l a ecuac ión a n t e r i o r tenemos: 
M ( s ) = KpE(s ) + KpTdsE(s) + T T ^ - E Í S ) 
donde Kp, Td y Ti son cons t an t e s de p r o p o r c i o n a l i d a d , de tiempo 
d e r i v a t i v o y de t iempo i n t e g r a l r e spec t i vamente y cuyo v a l o r e s 
a j u s t a b l e . 
Tomando como s e ñ a l de en t rada E ( s ) y como s a l i d a M ( s ) , l a f unc i ón 
de t r a n s f e r e n c i a d e l c o n t r o l P—D—I e s : 
l í i y = ^ + + 
En l a f i g • 5 9 s e r ep re sen t a e1' d iagrama de b1oques de un con t ro1 
P - D - I . Ademas s e r e p r e s e n t a l a s a l i d a de l c o n t r o l P - D - I cuando s e l e 
a p l i c a u n a ' e n t r a d a rampa u n i t a r i a . 
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F i g . 5 - 9 a ) Diagrama de b l oques de l c o n t r o l P—D—I 
b ) Rampa u n i t a r i a a p l i c a d a como e n t r a d a a l c o n t r o l P—D—I 
c ) Seña l de s a l i d a a p l i c a d a a l c o n t r o l P - D - I 
5 - 3 . - Contro les E l ec t rón i cos t ipo P. P -D, í , y 
A cont inuación se e s tud i a r á la forma de cons t ru i r ios d i f e r e n tes t i pos 
de con t r o l e s u t i 1 asando componentes e l e c t r ó n i c o s como a m p l i f i c a d o r e s , 
r e s i s t e n c i a s y condensadores. 
Control E l e c t rón i co P ropo rc i ona l . 
En l a f i g . 5—10 se representa e l diagrama de un cont ro l e l e c t r ó n i c o P. 
La l e t r a K representa l a ganancia de un amp l i f i c ado r e l e c t r ó n i c o . En 
la re t roa l imentac ión se conecta un potenciómetro con l a s r e s i s t e n c i a s 
Ri y Rz. El v o l t a j e ei. es l a entrada , eo es e l v o l t a j e de s a l i d a y ©f 
es v o l t a j e de r e t roa l imentac ión . 
F i g . 5—10. Diagrama de dos 1ineas del contro l p r opo r c i ona l . 
Basándonos en e l diagrama de dos l i n e a s a n t e r i o r , podemos t r a z a r 
el diagrama de b loques equ iva l en te de l a f i g . 5—11. 
F i g . 5—11. Diagrama de b loques del contro l p r opo r c i ona l . 
Ap l icando l a s r e g l a s del á l g e b r a de b loques a l diagrama de la f i g . 
5—11, podemos p l an tea r l a s s i g u i e n t e s ecuaciones con e l o b j e t o de 
1 legar a determinar la función de t r a n s f e r e n c i a de l cont ro l P . 
eo = K(ei - e f ) ( 5 - 1 ) 
ef = eo - g 2 ( 5 - 2 ) n l 
substituyendo ef de l a ecuación 5—2 en la 5 -1 tenemos: 
eo = K(ei - eo ) ( 5 - 3 ) Ri 
transformando por Lap lace la ecuación 5—3 obtenemos: 
p 2 
Eo<a> = K£Ei<s> — Eo<a> — 1 K t 
Eo<s> + KEo(s>-rr- = KEi.cs> Ri 
Eo(s>C 1 + - K E U 3 > K1 
Eo < 8 > _ K 
E ics » + Rz 
Si e l término K—— del denominador es mucho mayor que 1, se puede 
e l im ina r e l uno s in i n c u r r i r en mucho e r r o r , e s d e c i r matematicamente s i 
,. R2 s , . Eo<s> K RI K ,_. ss 1 entonces 
R I Ei <s> _R2 RZ 
K R I 
S i l a r e l a c i ó n de r e s i s t e n c i a s R1/R2 se hace i g u a l a l a constante 
Kp ( constante de p r o p o r c i o n a l i d a d ) , se ve claramente que e l cont ro l 
d e s a r r o l l a una acción p ropo rc i ona l . 
Eo < a >— = Kp o bien Eo<s> = Kp Et(s> Ei < s > K 
Como se puede v e r , l a ganancia Kp es f a c i 1 mente a j u s t a b l e por e 1 
movimiento de un potenciometro. 
Contro l E l e c t r ó n i c o de Acción P r c i po r c i ona l -De r i v i t i vJ i . 
En la f i g . 5-12 se r ep r e s en t a e l diagrama de un con t ro l e l e c t r ó n i c o PD 
La l e t r a K r ep re sen ta l a gananc ia de un a m p l i f i c a d o r e l e c t r ó n i c o . En 
e l c i r c u i t o de re t roa1 imentac ión tenemos ahora un c i r c u i t o RC. Les 
v o l t a j e s eo. ef y ei son respect ivamente v o l t a j e s de s a l i d a , r e t r o a l i — 
mentación y en t r ada . 
F i g . 5—12. Diagrama de dos l i n e a s de l c on t ro l PD 
Basándonos en e i diagrama de dos l i n e a s a n t e r i o r , podemos t r a z a r 
e l d iagrama de b loques e q u i v a l e n t e de la f i g , 5—13, 
F i g . 5—13. Diagrama de b loques de l c o n t r o l PD, 
Antes de c a l c u l a r l a func ión de t r a n s f e r e n c i a de todo e l c o n t r o l , 
pr imero obtendremos l a func ión de t r a n s f e r e n c i a de l c i r c u i t o de r e t r o -
a l imentac ión RC. En l a f i g u r a 5—14 s e r ep r e s en t a e l c i r c u i t o RC de l a 
r e t r o a l i m e n t a c i ó n , de l cua l podemos p l a n t e a r l a s s i g u i e n t e s 
e c u a c i o n e s : 
o •'wvwv 1 e 
<2, 
o-
F i g . 5-14 C i r c u i t o RC de Ret roa l imentac ión 
eo = iRd + f i d t ( 5 - 4 ) Ud 
ef = / i d t ( 5 - 5 ) U d 
Transformando por Lap l ace l a s ecuac iones 5—4 y 5—5 tenemos: 
Eo<s> - I<s)Rd + — I o > ( 5 - 6 ) LdS 
Efcs> = I(S> ( 5 - 7 ) LdS 
De l a s ecuac iones a n t e r i o r e s s e puede l l e g a r a c a l c u l a r l a func ión 
de t r a n s f e r e n c i a de l c i r c u i t o RC de r e t r o a l i m e n t a c i ó n . 
Ef <s > _ Cds _ 1 ( 5 - 8 ) 
Eo<s> _ 1 RdCds + 1 
R d + ~czr 
Por o t r o l ado y basándonos en e l diagrama de b l oques de l a f i g . 
5 -13 , podemos p l a n t e a r l a s i g u i e n t e ecuac ión : 
[Ei<s> - Ef<s>]K = Eo(s> ( 5 - 9 ) 
sub s t i t uyendo e l v a l o r de Ef<s> de l a Ec. 5 -8 en l a ecuación a n t e r i o r 
5—9 tenemos: E < > 
C E l < S ) " RdCds ( + ' i 3 K = E ° Í S ) 
KEo (s > _ 
K E U S Í " RdCds - i = Eo<3 í 
KE¿ÍS> = E°<S>t RdCds + 1 + V 
de nuevo s i D ,_ r -" e s mucho mayor que l a un idad« e l uno s e puede 
Kdl^dS + X 
d e s p r e c i a r s i n i n c u r r i r en mucho e r r o r , con l o cua l podemos l l e g a r a 
l a s i g u i e n t e func ión de t r a n s f e r e n c i a : 
E o ( s > £ = RdCds + 1 « Tds + 1 E i ( e ) 
RdCds + 1 
en donde Td es i g u a l a l producto RdCd y s e denomina c o n s t a n t e de 
tiempo d e r i v a t i v a . 
Control E l e c t rón i co de Acción P roporc iona l—Integ ra l . 
En l a f i g . 5—15 se representa e l diagrama de un cont ro l e l e c t r ó n i c o PI 
a l i gua l que en l o s o t r o s c o n t r o l e s , K representa la ganancia de un 
amp l i f i c ado r e l e c t r ó n i c o , e i , ef y eo son v o l t a j e s de en t r ada , retro— 
a l imentación y s a l i d a respect ivamente . Ri y Ci. son l o s componentes del 
c i r c u i t o de r e t roa l imentac ión . 
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F i g . 5-15 Diagrama de dos l i nea s de l cont ro l PI 
Basándonos en e l diagrama de dos l i nea s a n t e r i o r , podemos l l e g a r a 
t r a z a r e l diagrama de b loques equ iva l ente de l a f i g . 5—16. 
F i g . 5—16. Diagrama de bloques del cont ro l PI 
Se ca lcu lará , primero l a función de t r a n s f e r e n c i a de l c i r c u i t o de 
re t roa1 imentac ión . En l a f i g . 5—17 se representa e l diagrama de1 
c i r c u i t o RC de r e t roa l imentac ión , a p a r t i r de l cua l plantearemos 
a lgunas ecuac iones . 
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F i g . 5—17. C i r c u i t o RC de Retroal imentación 
eo - — / id t + 1R1. (5— l ü j 
ef = iRr. ( 5—i 1 ) 
Transformando por Lap lace l a s ecuaciones (5—10) y (5—11) tenemos 
Eo<3> » I<s> + I(s>Rt ( 5 -12 ) L iS 
Ef<s> = I<s)Ri ( 5 -13 ) 
E f c s i I< s )Ri Ri Ri 
Eo<s> 1 T — _. 1 D 1 + R iC i s I<s> + I < s > Rt + Ri „ CvS Cis CuS 
E f < s > RiCis ( 5 -14 ) 
Eo < s > RiC\.s + 1 
Por o t r o lado y basándonos en e l diagrama de b loques de l a f i g 
5 -16 , podemos p lantea r l a s i g u i e n t e ecuación: 
[Eus> - Ef<s>] K = Eo<s> (5 -15 ) 
subst i tuyendo Ef<s> de la ecuación 5—14 en la 5—15 tenemos: 
r r- RiCisEo < s > ^ ,, _ 
[ ~ RtCis + i 3 K = Eo<S) 
KRiCisEo< 3 > _ 
KEt<s ) ~ R iCis + 1 = Eq<S> 
KRiCisEot s > 
E° ÍS> + R i C i s + 1 = K E U S > 
Eo < s > K 
Ev < s) í + KRiCi 
RiCis + 1 
si el término KRiCis/CRiCis + 1) es mucho mayor que uno, la unidad del 
denominador se puede despreciar sin incurrir en mucho error y la 
función de transferencia se simplifica como sigue: 
Eo<s> K KRiCis •+• K _ R iC i s -*• 1 _ ^ + 
Ei < 3 > KRiCis KRiCis RiCis RiCvs 
RiCis + 1 
finalmente si el producto de RiCi lo hacemos igual a Ti (constante de 
tiempo de integración), la función de transferencia es: 
E o t a > = i + - ¡ ^ Ei<•) Tis 
Contro l E l e c t r ó n i c o de Acción P r o p o r c i o n a l - D e r i v a t i v o — I n t e g r a l . 
En l a f i g . 5-18 se representa e l diagrama de dos l i n e a s de un cont ro l 
e l e c t r ó n i c o PID. La K representa la ganancia de un a m p l i f i c a d o r , ei , 
ef y eo son v o l t a j e s de entrada , de re t roa l imentac ión y de s a l i d a 
respect ivamente . En e l c i r c u i t o de re t roa l imentac ión se puede ver muy 
c l a r o l a s t r e s p a r t e s , proporc iona l ( e l potenc iometro ) , d e r i v a t i v a (Rd 
y Cd) e i n t e g r a l (Ri y Ci) . 
F i g . 5—18. Diagrama de dos l i n e a s de un cont ro l PID 
Del diagrama de dos l i nea s a n t e r i o r se puede t r a z a r e l diagrama de 
b loques de l a f i g . 5 -19 . Antes de c a l c u l a r l a función de t r a n s f e r e n c i a 
de l con t ro l PID completo, se debe c a l c u l a r l a función de t r a n s f e r e n c i a 
del c i r c u i t o de r e t roa l imentac ión . 
c 
F i g . 5-19 Diagrama de Bloques del cont ro l PID. 
En l a f i g . 5—20 se representa e l c i r c u i t o de re t roa l imentac ión del 
con t ro l PID. 
JBJ . -
-NA/VWV-
£ 
c, / 
•K— 
F i g . 5-20- C i r c u i t o de re t roa l imentac ión del cont ro l PID. 
Can e l o b j e t o de na complicar demasiado e l c i r c u i t o de 
re t roa l imentac ión del contro l PID ( f i g . 5 -20 ) no se me luye el 
potenciómetro con l as r e s i s t e n c i a s Ri y Rz, Un poco mas ade lante se 
tomará en cuenta dicho potenciómetro. 
Del c i r c u i t o de la f i g . 5—20 se pueden p l an tea r l a s s i gu i en t e s 
ecuaciones : 
Rdii + J* [ i* - ¿2] dt = eo ( 5-16) 
- i i l d f - i j / i2dt + Í2R1 = O (5 -17 ) 
Í2Ri - ei (5 -18 ) 
Transformando por Lap lace l a s t r e s ecuaciones a n t e r i o r e s tenemos: 
Rdll<s> + [ 11(8) - l2<s>] = Eo(s) (5 -19 ) C dS 
t I2<s) - Il(s>] + l2<s) + l2<s)Ri = O (5—20) LdS LiS 
12<s>Ri = EI<8> (5 -21 ) 
En segu ida se d e s a r r o l l a r á l a ecuación 5—20 para de spe j a r Ii<s> 
12<s> — Ins) + — 1 2 < s > + I 2<S>RI = 0 LdS CdS CiS 
- I l<s> = - l 2 < » > [ ~ - + + Ri] CdS LCdS CvS J 
Il<8> = l2(s,CdS [ = 4 - + + Rv] LdS L1S 
T r- r Ci + Cd + RiCiCds, liC-, = l2(s>CdS [ ] 
r C i + Cd + Ri.Ci.Cd5 , Il<s> — 12<s> [ J 
Substituyendo Ii<s> en l a ecuación 5-19 tenemos: 
R d [ * 2 * s ) (Ci+Cd+RiCiCds) ] + l 2 ' s ) (Ci+Cd+RiCiCds)] - ~ - l 2 ( s > = Eo<s> Li LdS Li LdS 
D J 1 1 
Iz<s>[-^(Ci+Cd+RiCiCds) + —(Ci+Cd+RiCiCds) - 1 = E©<s> Lv LiLdS LdS 
r RdCdS (C i, +Cd+Ri Ci CdS) •+• (Ci+Cd+Ri C i Cds ) - Ci _ _ I2<b>[ ] = Eo<a, 
_ RdCdC i S+ RdCdZs+ RdRiCd2S2+ Ci+ Cd+ RiCiCds - Ci , _ l2<*>[ ] = Eo<e> 
r RdCis+ RdCds-*- RdRiCiCdS2+ 1 + R iCis , _ I 2(3) t C v S ] = Eo<S) 
r RdRi CdC«. s 2 + (RdCi + RdCd + RvCi ) s + 1 , _ 
l2<Q)[ — ] = EO<3) 
- Eo ( s )CvS 
1213> = • ' — - » 
RdRtCdC\.s2+ (RdC v + RdCd •*• R i C O s + 1 
Subst i tuyendo Iz<s> en l a ecuación 5—21 tenemos 
Eo < s > Cí. sRi. 
RdRi.CdC¡.s2 + (RdCi +• RdCd+ R t C i ) s + 1 
= Ei<s> ( 5 - 2 2 ) 
De donde podemos obtener la función de t r a n s f e r e n c i a Ei<s>/Eo<s> 
El < s > Ri. CiS 
E o < 9 > RdRtCdCtS2* (RdCi+ RdCd+ R i C i ) s + 1 
( 5 -23 ) 
Del diagrama de b loques del cont ro l PID , f i g . 5—19, podemos 
p l a n t e a r l a s s i g u i e n t e s ecuac iones : 
[ ei - e f ] K = eo (5 -24 ) 
ef = ] ( 5 -25 ) 
Transformando por Lap lace l a s dos ecuaciones a n t e r i o r e s : 
[ Ei<s> - Ef<s>] K = Eo(s) (5 -26 ) 
P , 
Ef<s> = E K S > [ ] ( 5 - 2 7 ) K1 
Subst i tuyendo Ei<s> de l a ecuación 5—22 en l a ecuación 5—27 : 
R2Ri.Ci.sE0 < s > Ef<s> = 
Rl [RdRiCdCis 2 + (RdCi + RdCd + R i C i ) s + i ] 
Subst i tuyendo Ef<s> en l a ecuación 5—26 tenemos: 
KRzRiCisEoO) _ Kci<s) — • — = too) 
R i [ RdRiCdCis2+ (RdCi+ RdCd + R i C i ) s + i ] 
_ . KR2RiCis , 
KEI<E> = EO<8>{1 + - . . . - , - - }• 
Ri [RdRiCdCis 2 + (RdCi + RdCd + RtCi.)s + 1] 
_ _ E R I (RdRiCdCis 2 ) +Ri (RdCi+RdCd-t-RiCi ) S + R I + K R 2 R I C I S . 
<s> to<8>-t R íRdR i C d C s 2 + Ri (RdCi +RdCd + R i C i ) s + 1 * 
Eo c 5 > KRl[ RdRlCdC i s + (RdCi +RdCd - »R i^ l I s + 11 
E t < S > KRlCcR2S + Rt[ RdRiCiCds^+ (RdCi +RdCd +RvC i ) s +1] 
Eo < 8 > 
Ei ( s ) KRzRiCis 
R l [ RdRiCdCis1+ (RdCi + RdCd + R i C O s + 1] + 
Suponiendo que l a f r a cc i ón que e s t á en e l denominador e s mucho 
mayor que uno, l a unidad del denominador se puede d e s p r e c i a r s in 
i n c u r r i r en mucho e r r o r . Tomando en cuenta l o a n t e r i o r y haciendo l o s 
cambios adecuadas en la f r a c c i ó n , l a función de t r a n s f e r e n c i a se nos 
t ransforma de l a s i gu i en t e forma: 
Eo< s > R i fRdRiCdCis 2 * (RdCi +RdCd + R i C i ) s + 11 
Ei <s) RiCiR2S 
Eo < s > Ri P RdRiCdCiSZ+ (RdCi +RdCd + R i C i ) s + 1 
S i Kp=Ri/R2 y además desar r o l lando l a f r a c c i ó n para 
s i m p l i f i c a r , tenemos: 
Eo(s> _ K r RdRiCdCiS2 RdCi s RdCdS + R iC i s 
Ei <s) ~~ RiCis RiCis RiCiS R iC i s 
= Kpt RdCds + 5áL + 1 4- - 4 — 3 
E K B ) Ri RiCi R iCis J 
Si Td = RdCd y Ti = RiCi en l a ecuación a n t e r i o r : 
Eo < s > r „ Rd Td , . 1 , = Kp[ Tds + (—=r— + — + 1) + ——1 Ei< s > Ri Ti T i s 
luego 
+ R iC i s ^ 
Rd Td Haciendo a = ( — + —=r- + 1 ) en la ecuación anterior: Ki 1 1 
§ 7 7 7 7 - + - + T T S l " ^ ^ + 1 + S T T S l 
Finalmente { s = Kpaí 1 + — d— + —y--] en donde se puede ver Ei (8 ) o c*TisJ 
perfectamente la parte proporcional, derivativa e integral. 
PROBLEMAS PROPUESTOS 
1.— Un C o n t r o l P r o p o r c i o n a l — I n t e g r a l t i e n e una seña l de en t rada 
s e n o i d a l e<t>= 4Sen 8 t . C a l c u l a r l a s a l i d a de l c o n t r o l a d o r , s i 
l a s c o n s t a n t e s de l mismo son Kp=5 y Tt=2. 
2 . - Un Con t ro l P r o p o r c i o n a l - D e r i v a t i v o - I n t e g r a l t i e n e una seña l de 
e n t r a d a e a F t e * 9 1 . C a l c u l a r l a s a l i da de l c o n t r o l s i l a s 
c o n s t a n t e s de l s i s t ema son Kp=3, T¿=5 y Ti.=2. 
3 . - Un C o n t r o l P r o p o r c i o n a l — D e r i v a t i v o — I n t e g r a l ( PD I ) t i e n e una seña l 
de e n t r a d a e<t>= 8Sen4t . Cual e s l a s a l i d a m<t> de l c o n t r o l s i l a s 
c o n s t a n t e s de l s i s t ema son Kp-2, Td=6 y Ti=10. 
4.— Un C o n t r o l P r o p o r c i o n a l — d e r i v a t i v o (PD) t i e n e una seña l de en t rada 
rampa e<t>= 4 t . C a l c u l a r l a s a l i d a de l c o n t r o l s i Kp=5 y T<í=8. 
5.— Un C o n t r o l P r o p o r c i o n a l — I n t e g r a l t i e n e una en t rada B<t)a 3 Cos5t . 
c a l c u l a r l a s a l i d a d e l c o n t r o l a d o r s i Kp=8 y Ti=2. 
CAPITULO VI 
RESPUESTA TRANSITORIA 
6-1.— Introducción. 
La respuesta t r a n s i t o r i a de un sistema de cont ro l es l a s a l i d a 
temporal que se ob t i ene como resu l tado de una señal de entrada 
a p l i c a d a . La respuesta t r a n s i t o r i a o temporal de un sistema de contro l 
c ons i s t e en dos pa r t e s : l a respuesta t r a n s i t o r i a y l a e s t a c i o n a r i a . 
La respuesta t r a n s i t o r i a es l a que se presenta desde que e l 
s istema i n i c i a su operac ión hasta que se l og ra a l canza r un estado f i n a l 
generalmente e s t a b l e . 
La respuesta e s t a c i o n a r i a es l a s a l i d a que se ob t i ene ya cuando e l 
s istema de contro l t i e n e mucho tiempo operando, o sea cuando e l tiempo 
t iende a i n f i n i t o . 
La respuesta temporal y e s t ac iona r i a se presenta no s ó l o en l o s 
s i s temas de con t ro l , s i n o en c a s i todos los s i s temas , sean e l é c t r i c o s ? 
e l e c t r ó n i c o s , mecán icos 9 etc .Por ejemplo en un motor e l é c t r i c o hay una 
s a l i d a t r a n s i t o r i a desde que se energ iza hasta que a lcanza su 
ve loc idad nominal, poster iormente se presenta una respuesta e s t a c i o n a -
r i a cuando ya e l motor s e e s t a b i l i z a en sus condic iones de funciona 
miento normal. Otro e j emp lo puede s e r cua lqu ie r equipo e l e c t r ó n i c o que 
se e n e r g i c e , (TV, r a d i o , e t c ) siempre presenta un per iodo t r a n s i t o r i o 
o de a j u s t e en donde l a p o l a r i z a c i ó n de sus c i r c u i t o s alcanzan sus 
v a l o r e s nominales, despues de l o cual se obt iene l a respuesta e s t a c i o -
n a r i a . En algunos equ ipos e l tiempo de la respuesta t r a n s i t o r i a es muy 
pequeño pero és te s iempre e x i s t e . 
Para c a l c u l a r l a r e spues ta de un sistema se nece s i t a conocer l a 
función de t r a n s f e r e n c i a y la señal de entrada a l c o n t r o l . En l a p r á c -
t i c a a lgunas veces s e conoce la señal de entrada y o t r a s veces no. 
Cuando no se conoce l a seña l de entrada y con e l f i n de contar con un 
mismo patrón de comparación ent re d i f e r e n t e s s i s temas , se pueden 
a p l i c a r a lgunas s eña l e s de entrada como prueba para determinar sus 
r e spues t a s . A e s t a s s e ñ a l e s de entrada que se ap l i c an como p rueba , s e 
l e s l lama normalmente s e ñ a l e s de prueba t í p i c a s . 
Las s eña l e s t í p i c a s de entrada más comunmente u t i l i z a d a s son l a s 
func iones esca lón , f unc iones rampa, funciones a c e l e r a c i ó n , f unc iones 
impulso, función pu l so y l a función s eno ida l . Ap l icando e s t a s s e ñ a l e s 
se pueden r e a l i z a r a n á l i s i s exper imentales comparativos de d i f e r e n t e s 
s i s temas de contro l con mucha f a c i l i d a d , ya que todas e s t a s s e ñ a l e s s e 
pueden generar muy f á c i l m e n t e en función del tiempo. 
Para poder determinar cual o cua les s eña l e s de prueba se deben 
a p l i c a r a un sistema de c o n t r o l , se deben conocer l a s cond ic iones 
r e a l e s de t r a b a j o que tendrá e l s i s tema.S i se espera t r a b a j a r con una 
entrada que aumente gradualmente con el tiempo, l a rampa e s una buena 
señal de prueba. S i l a ent rada es brusca y de muy poca durac ión , e l 
impulso es l a señal de entrada más adecuada. S i s e a p l i c a como prueba 
la señal t í p i c a más adecuada hay muchas p o s i b i l i d a d e s de que e l 
cont ro l tenga un funcionamiento óptimo cuando se l e a p l i q u e l a ent rada 
rea1 de t r a b a j o . 
ís—2.- E s p e c i f i c a c i o n e s en e l Dominio del Tiempo. 
El procedimiento genera l para a n a l i z a r un s istema de cont ro l con 
re t roa l imentac ión se puede resumir en l o s cuat ro puntas s i g u i e n t e s : 
1 . - S e determina e l modelo matemático y l a función de t r a n s f e r e n c i a 
para cada uno de l o s componentes de l s i s tema . 
2.—Se s e l e cc i ona una forma de representac ión de l s i s tema, ya sea por 
medio de b loques o g r á f i c a de f l u j o de s e ñ a l e s . 
3.—Se construye e l diagrama de b loques o g r á f i c a de s eña l e s para 
r ep re senta r completamente todo e l s istema de c o n t r o l . 
4 . - S e determinan l a s c a r a c t e r í s t i c a s de l s i s tema . 
Para determinar l a s c a r a c t e r í s t i c a s del s is tema hay métodos en e l 
dominio del tiempo y métodos en e l dominio de l a f r e c u e n c i a . Cada uno 
de e s t o s métodos t i e n e sus v e n t a j a s y sus de sven ta j a s ya que a lgunas 
c a r a c t e r í s t i c a s se pueden obtener más f ác i lmente por un método que por 
e l o t r o . Por e l momento se verá, e l a n á l i s i s en e l dominio de l tiempo y 
poster iormente se estudiará , en e l c a p i t u l o nueve l o s métodos de 
respuesta a l a f r e c u e n c i a . 
El o b j e t i v o b á s i co en e l d iseño de un s istema de cont ro l es l o g r a r 
que e l mismo cumpla con c i e r t a s c a r a c t e r í s t i c a s . Estas c a r a c t e r í s t i c a s 
son l a s e s p e c i f i c a c i o n e s que descr iben e l comportamiento de l s istema 
en números. Las e s p e c i f i c a c i o n e s más importantes en e l dominio del 
tiempo son: 
a ) La Estab i1 idad Abso luta 
b ) La E s t a b i l i d a d R e l a t i v a 
c ) El E r ro r E s t ac i ona r i o 
La E s t a b i l i d a d Abso lu ta es l a c a r a c t e r í s t i c a más importante que 
debe tener un s istema de c o n t r o l . La E s t a b i l i d a d Abso luta nos d i c e s i 
un s istema es e s t a b l e o i n e s t a b l e . Es tan importante que e l s istema 
sea e s t a b l e ya que de o t r a manera e l s istema de cont ro l no se puede 
u t i l i z a r práct icamente . Un s istema de cont ro l l i n e a l i n v a r i a n t e en e l 
tiempo, es e s t a b l e s i f ina lmente l a s a l i d a re to rna a su estado de 
e q u i l i b r i o cuando e l s i s tema es sometido a una pe r tu rbac ión . Un 
s istema de cont ro l l i n e a l i nva r i an t e en e l tiempo es i n e s t a b l e s i su 
s a l i d a continúa inde f in idamente una o s c i l a c i ó n , o s i su s a l i d a no 
t iende a un v a l o r d e f i n i d o cuando e l s i s tema se somete a una 
pe r tu rbac ión . Más ade l an te s e verán a lgunos métodos para determinar l a 
e s t a b i l i d a d a b s o l u t a de un s istema de c o n t r o l . 
Cuando un s istema de cont ro l es e s t a b l e o t i ene e s t a b i l i d a d 
a b s o l u t a , e l s i g u i e n t e paso importante es s abe r que tan ce rca e s t á e l 
s i s tema de caer en l a i n e s t a b i l i d a d . Este e s e l concepto de l a E s t a b i -
l i d ad R e l a t i v a . La E s t a b i l i d a d R e l a t i v a de un sistema de cont ro l se 
puede c a l c u l a r ap l i c ando e l c r i t e r i o de Routh que se verá en éste 
c a p í t u l o un poco más ade l an t e . Por o t r o lado también se puede conocer 
l a E s t a b i l i d a d R e l a t i v a de un sistema ap i i cando l o s conceptos de 
Margen de Ganancia y Margen de Fase que se es tud ia rán en e l cap i tu le 
nueve, Métodos de Respuesta a l a Frecuencia* 
£1 E r r o r E s t a c i o n a r i o en un Sistema de Control se puede d e f i n i r 
como l a d i f e r e n c i a en t r e la s a l i d a rea l y l a s a l i d a deseada cuando e l 
tiempo t i ende a i n f i n i t o y e l s istema se ha e s t a b i l i z a d o . El E r ro r en 
Estado E s t a c i o n a r i o e s un i n d i c a t i v o importante de l a e xac t i tud del 
s i s t ema , lóg icamente e s deseab l e tener un e r r o r e s t a c i o n a r i o l o más 
pequeño p o s i b l e ya que é s to nos dará una mayor e x a c t i t u d . Más ade lante 
se e s t u d i a r á n a lgunos métodos para c a l c u l a r e l E r ro r E s t a c i o n a r i o de 
l o s s i s t emas de c o n t r o l . 
6—3.— Sistemas de Primer Orden. 
En segu ida s e a n a l i z a r á la respuesta t r a n s i t o r i a de un s istema de 
c o n t r o l de primer orden a l cual se l e ap l i ca rán d i s t i n t a s s eña l e s de 
e n t r a d a . El s i s tema de primer orden se rá un c i r c u i t o e l é c t r i c o R-C 
como s e i n d i c a en l a f i g u r a 6—1.En dicho c i r c u i t o se cons ide ra rá e l 
v o l t a j e ei como seña l de entrada y e l v o l t a j e eo como señal de s a l i d a . 
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F i g . 6—i. C i r c u i t o E l é c t r i c o R-C. 
Pa r a i n i c i a r e l a n á l i s i s del c i r c u i t o e l é c t r i c a , se p lantearán 
a l guna s ecuac iones de v o l t a j e s , cuya transformada de Lap lace nos 
l l e v a r á a l a Función de T rans f e r enc i a del c i r c u i t o . 
Sumando l o s v o l t a j e s en la mal la de entrada tenemos: 
ei = Ri + / i d t 
El v o l t a j e de s a l i d a eo es e l v o l t a j e en e l condensador 
e© = - 4 - / i d t 
Transformando por Lap lace l a s dos ecuaciones a n t e r i o r e s 
Eits> = RIcsí + I<s> ( 6 - 1 ) 
Eo(s> = Io> ( 6 - 2 ) 
Despejando I<s> de l a ecuación 6—1 
T Ei <3 > I<s> = - • 
R + - E i 
Despejando I<s> de la ecuación ó—2 
Eo < s ) I(s> = 1 
Cs 
Igualando l a s dos c o r r i e n t e s I<s> ya despe j adas tenemos; 
Ev < 3 ) Eo < S ) 
- k 
Ei <s > Eo < s > 
RCs + 1 _1 
Cs Cs 
Eo < s> Cs 
Et<s> RCs + 1 RCs + 1 
Cs 
Hacienda e l producto RC = T = a l a constante de tiempo del 
c i r c u i t o RC, f ina lmente obtenemos la s i g u i e n t e función de 
t r a n s f e r e n c i a -
Eo < s > 1 C < s > 
Ei < s > Ts + 1 R(s > 
Donde C<s> y R<s> represen tan en forma más genera 1 l a seña 1 de 
s a l i d a y de entrada respect ivamente . 
En la f i g u r a 6—2 se r ep resenta l a función de t r ans f e r enc i a del 
s is tema de primer orden en un diagrama de b loques . 
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F i g . 6 - 2 . Diagrama de Bloques de un Sistema de Primer Orden. 
Una vez que ya tenemos l a función de t r a n s f e r e n c i a del sistema de 
primer orden, l e ap l i ca remos t r e s s eña l e s de ent rada , un esca lón 
u n i t a r i o , una rampa u n i t a r i a y un impulso u n i t a r i o para c a l c u l a r l a 
respuesta t r a n s i t o r i a en cada caso . 
6 - 3 - 1 . - Respuesta a l Esca lón U n i t a r i o de un Sistema de Primer Orden 
Tomando como r e f e r e n c i a l a función de t r a n s f e r e n c i a del sistema de 
primer orden formado por e l c i r c u i t o RC, l a cua l se obtuvo en la 
página a n t e r i o r , tenemos: 
C < 3 ) 
R(s> Ts + 1 
Como la señal de entrada es un esca lón u n i t a r i o , entonces ra>=l y 
l a transformada de Lap l ace de l e sca lón u n i t a r i o e s R<s> = 1/s. 
Subst i tuyendo R<s> en l a función de t r a n s f e r e n c i a y despejando la 
s a l i d a C<s>: 
c<8> - Ts + 1 t r<8>3 - -TT+ -J = s [ T s + 1] 
Con e l f i n de obtener l a respuesta o s a l i d a de l s istema en función 
del tiempo cct>. en segu ida s e ca lcu lará , l a t ransformada inversa de 
Lap lace de C<s). 
C<s> = Ts+1 
a = 
b = 
s ( T s+1 ) 
1 
s (T s+1 ) 
s = 1 
s = Q 
(Ts+1) = - T 
Subst i tuyendo l o s v a l o r e s de "a " y "b " en C<s>, tenemos; 
1 T C<s> = Ts+1 
C<t> = 1 - e T 
Dándole v a l o r e s a l tiempo t , podemos c a l c u l a r l a s a l i d a C<t>,por 
e jemplo s i t = O, t= T, t=2T, t=3T e t c . 
S i t = o C<t> = -u — e = 1 - 1 = 0 
S i t=T C(t> = - i — e = 1 - 0.3678 = 0.6322 
S i t=2T C<t> = —z - e = i - 0.1353 « 0.8646 
S i t=3T C<t> = -9 • — e = 1 - 0.0497 « 0.9502 
S i t=4T C<t> = - • * - e = 1 - 0.0183 = 0.9816 
En l a f i g u r a 6—3 s e puede ve r l a g r á f i c a de l a r e spues t a C<t> en 
f unc i ón de l t iempo. La s a l i d a es c e r o en t=u y va c r e c i e n d o g r a d u a l -
mente conforme c r e c e e l tiempo hasta que después de un tiempo i g u a l a 
c i n c o c o n s t a n t e s de tiempo " T " , l a s a l i d a se e s t a b i l i z a en Ca> - i . 
F i g . 6—3 Curva de r e spues t a a l Escalón U n i t a r i o de un Sistema 
de Pr imer Orden. 
6—3—2.— Respuesta a l a Rampa U n i t a r i a de un Sistema de Pr imer Orden. 
S i l a ent rada e s una Rampa U n i t a r i a ^ deb ido a que l a Transformada 
de L a p l a c e de d i cha s eña l e s i g u a l a 1/s , l a s a l i d a C<s) e s : 
C « = rér-i^} - — 4 
.S 2 s 2 [ T s + l ] 
Descomponiendo l a f r a c c i ó n ' t o t a l en f r a c c i o n e s p a r c i a l e s para 
poder c a l c u l a r l a t rans fo rmada de Lap l ace i n v e r s a , tenemos: 
> 
_ a b c. C<s> = z s Ts •+• i s 
1 z 1 , a = — s = —j— = 1 
s 2 [ T s + i ] s=o 
. _ _d r 1 1 _ 0 ~ 1 (T ) _ b - f r v T i - T T T T T ^ " s=o (Ts -*• 1) s=o 
1 . . 1 _2 
c = — (Ts + 1) = — = T 
s (Ts + 1) i — 
T2 
Subs t i tuyendo l o s v a l o r e s de a , b y c en C<s> se t i e n e : 
r - - i - T + T2 C « = — - — + - r — -
s 
Ap l i c ando l a Transformada Inve r sa de Lap l ace a C<s> se o b t i e n e C(t> 
t 
C<t> = t — T + Te v 
Se c a l c u l a r á enseguida la señal de e r r o r en e l s i s tema de primer 
orden cuando l a ent rada es una rampa u n i t a r i a . La señal de e r r o r e s : 
e<t> = ra> — c<t> 
ea> = t - t 
e<t> — T ( 1 — e 
T - Te 
T ) 
La ecuación a n t e r i o r nos ind i ca que cuando e l tiempo t=0 , e l e r r o r 
es i g u a l a c e r o , pero conforme e l tiempo aumenta y t i ende a i n f i n i t o , 
e l e r r o r es i g u a l a T, por l o tanto s i t — > ex e(ct) = T. 
En l a f i g u r a 6—4 se r ep resenta l a r e spues t a a l a rampa u n i t a r i a de 
un s i s tema de primer orden. 
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F i g . 6—4 Respuesta a l a Rampa U n i t a r i a . 
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6—3-3.— Respuesta a l Impulso U n i t a r i o de un Sistema de Primer Orden. 
S i s e a p l i c a un impulso u n i t a r i o a l s i s tema de pr imer orden de l a 
f i g u r a 6—2, l a r e spues t a se puede c a l c u l a r en l a s i g u i e n t e forma: 
La ent rada e s un impulso u n i t a r i o , de t a l forma que su t r a n s f o r m a -
da de Lap l ace e s R(s> = 1, de donde 
C<8> = Ts + i R<8> = Ts + 1 
Ap i i cando l a Transformada i nve r s a de L a p l a c e a 
a n t e r i o r ca lcu lamos l a r e spues t a de l s is tema en func ión 
c<t>. Pa ra obtener l a t rans formada i nve r s a pr imerose 
f racc ión Coi en t r e T', como s e i n d i c a : 
l a ecuac ión 
de l tiempo 
d i v i d e l a 
C<e> - i/T 1/T Ts + 1 1/T 
La t rans formada de L a p l a c e i nve r s a de C<s> e s : 
cu> = 1 —Í.ST T ~ e 
En l a f i g u r a 6—5 se puede ve r l a g r á f i c a 
impulso u n i t a r i o de un s i s tema de primer o rden . 
d é l a r e spues t a a l 
6—3—4,— Comparación de l a s Respues t a s de un S is tema de Pr imer Orden a l 
E sca l ón U n i t a r i o , l a Rampa U n i t a r i a y e l Impulso U n i t a r i o . 
S i s e obse rvan deten idamente l a s t r e s r e s p u e s t a s o b t e n i d a s s e 
puede v e r l a s s i g u i e n t e s r e l a c i o n e s . La r e s p u e s t a a l a Rampa U n i t a r i a 
e s : 
t 
c<t> = t — T + T e r 
Al d e r i v a r l a ecuac ión a n t e r i o r s e o b t i e n e l a r e s p u e s t a a l Esca lón 
U n i t a r i o . 
t 
cct) = 1 — e t 
La d e r i v a d a de l a ecuac ión a n t e r i o r nos dá l a r e s p u e s t a a l Impulso 
U n i t a r i o . 
1 - i 
C(t> — — e t 
La r e l a c i ó n e n t r e l a s t r e s r e s p u e s t a s se debe a que en forma 
g e n e r a l l a d e r i v a d a de l a Rampa e s e l Esca lón y l a d e r i v a d a de l 
E s c a l ó n e s e l Impu l so . E s t a r e l a c i ó n que e x i s t e e n t r e l a s t r e s 
e n t r a d a s s e t r a n s f i e r e a l a s s a l i d a s deb ido a que e l s i s tema que s e 
está, a n a l i z a n d o e s un s i s t ema l i n e a l i n v a r i a n t e en e l t iempo. 
g-4.— Sistemas de Segundo Orden. 
Como s i s tema de segunda orden se e s t u d i a r á un Servomecanismo de 
pos i c i ón en donde e l o b j e t i v o p r i n c i p a l es c o n t r o l a r l a pos ic ión de 
una ca rga de acuerdo con una pos i c i ón de r e f e r e n c i a . 
En l a f i g . 6—6 se r ep re sen ta e l diagrama esquemático de l Servome-
canismo. Se pueden ver en d icho diagrama l a s c inco p a r t e s p r i n c i p a l e s 
que componen a l s i s t ema : a ) D i s p o s i t i v o Medidor de E r r o r , 
b ) A m p l i f i c a d o r c )Motar d )T ren de Engrana jes y e ) C a r g a . 
El d i s p o s i t i v o medidor de e r r o r e s t á formado por dos 
potenc iómetros , uno l lamado de r e f e r e n c i a y en donde se a j u s t a la 
pos ic ión mecánica que s e desea obtener moviendo una p e r i l l a y e l o t ro 
potenciómetro que e s t á acop lado mecánicamente a l a c a r g a . Al po t enc i ó -
metro de r e f e r e n c i a también se l e puede 1lamer de ent rada o Maestro y 
a l o t r o potenciómetro s e l e 1lama de s a l ida o e s c l a v o , ya que s i gue 
f i e lmente l o s movimientos del maestro . 
Los dos potenciómetros producen v o l t a j e s l lamados er y ec que 
dependen de la pos i c i ón mecánica de l o s mismos. S i e l ángu lo r es 
d i s t i n t o a l ángulo c , s e produce un v o l t a j e de e r r o r e , cuando l o s 
ángu los r y c son i g u a l e s , e l v o l t a j e de e r r o r e e s i g u a l a c e r o . 
Para que e l s i s tema i n i c i e su funcionamiento e s n e c e s a r i o que haya 
un c i e r o v o l t a j e de e r r o r " e " . Dicho v o l t a j e se a p l i c a como entrada a 
un a m p l i f i c a d o r cuya ganancia e s Ki. Se n e c e s i t a un A m p l i f i c a d o r E l e c -
t r ó n i c o deb ido a que normalmente l a señal de e r r o r " e " es muy pequeña 
y su v o l t a j e no es s u f i c i e n t e para a l imentar y mover un motor 
e l é c t r i c o , 
Una vez a m p l i f i c a d o e l v o l t a j e de e r r o r , e l v o l t a j e Kie se a p i i c a 
a un Motor E l é c t r i c o de C o r r i e n t e D i r e c t a , c o n t r o l a d o por Inducido y 
é s t e a t r a vé s de un Tren de Engranes mueve f ina lmente l a c a r g a . Cuando 
l a c a r ga l l e g u e a l a pos i c i ón deseada y a j u s t a d a previamente en e l 
potenciómetro de en t r ada , l a po s i c i ón de l o s dos potenciómetros s e r á 
i d é n t i c a , l o s v o l t a j e s er y ec serán i g u a l e s y e l s i s tema au tomat i ca— 
mente se pa ra . 
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F i g . 6—6 Diagrama Esquemático de un Servomecanismo de P o s i c i ó n . 
A cont inuac ión se p l an tea rán a l g u n a s e cuac i ones que representan 
matemáticamente La ope rac ión de cada uno de l o s componentes del 
s i s t ema y cuya t r ans fo rmada de L a p l a c e nos s e r v i r á de base para 
o b t e n e r l a f unc ión de t r a n s f e r e n c i a d e l Servomecanismo. 
S i empezamos por- e l par de potenc iómetros que forman e l d e t e c t o r 
de e r r o r de p o s i c i ó n a n g u l a r , podemos ve r que l a d i f e r e n c i a de 
p o s i c i o n e s a n g u l a r e s m u í t i p l i c a d a por una cons tante de 
p r o p o r c i o n a l i d a d nos da como r e s u l t a d o e l v o l t a j e de e r r o r que se 
a p l i c a a l a m p l i f i c a d o r , matemáticamente se r e p r e s e n t a por l a s i g u i e n t e 
e c u a c i ó n : 
e<t> = Ko[ rtt> — cu>] (6—3) 
El v o l t a j e de e r r o r e<t> s e a p l i c a a l a m p l i f i c a d o r e l e c t r ó n i c o y 
d eb i do a que e l a m p l i f i c a d o r t i e n e una gananc ia Ki, e l v o l t a j e de 
s a l i d a de l a m p l i f i c a d o r e s i g u a l a Kie<t>. 
El v o l t a j e Kie<t> s e a p l i c a a l a armadura d e l motor de CD. S i se 
suman l o s v o l t a j e s de l a armadura l l egamos a l a s i g u i e n t e ecuac ión : 
La r r 2 + Raia + Ka = Kie ( 6 - 4 ) d t d t 
En l a ecuac ión a n t e r i o r (6—4) l o s dos pr imeros términos son l o s 
v o l t a j e s de l a i n d u c t a n c i a La y l a r e s i s t e n c i a Ra de l a armadura. El 
t e r c e r término e s l a Fuerza C o n t r a e l e c t r o m o t r i z generada por e l motor 
que s e maneja como c a r g a porque su p o l a r i d a d e s c o n t r a r i a a l v o l t a j e 
de l a f u e n t e . La Fuerza C o n t r a e l e c t r o m o t r i z es p r opo r c i ona l a l a 
v e l o c i d a d d6/dt y Ka e s una cons tante de p r o p o r c i o n a l i d a d . 
El motor e l é c t r i c o genera un par mecánico que depende de l campo 
magnét ico y de l a c o r r i e n t e de l a armadura. Como e l campo magnética es 
c o n s t a n t e , e l par mecánico dependerá s ó l o de l a c o r r i e n t e de armadura. 
T = K2ia ( 6 - 5 ) 
donde T e s e l par mecánico, K2 e s una cons tante de p r o p o r c i o n a l i d a d e 
i a e s l a c o r r i e n t e de armadura. 
El par mecánico que produce e l motor t i e n e que vencer l a i n e r c i a y 
l a f r i c c i ó n t an to de l t r en de engranes como de l a c a r g a . La ecuación 
de p a r e s e s : 2 
Jo + f o = T = K2ÍCU ( 6 - 6 ) 
d t 2 d t 
donde Jo e s l a i n e r c i a de l motor, c a r g a y t ren de engranes y f o e s e l 
c o e f i c i e n t e de f r i c c i ó n v i s c o s a de l motor, c a r g a y t ren de engranes 
con r e f e r e n c i a a l e j e de l motor. 
E l motor e l é c t r i c o e s t á a cop l ado mecánicamente a un t ren de 
eng ranes cuyo func ionamiento s e puede r e p r e s e n t a r matemáticamente en 
l a ecuac ión ( 6 - 7 ) . 
C(t> = n 0<t> ( 6 - 7 ) 
P a r a o b t e n e r l a func ión de t r a n s f e r e n c i a de l Servomecanismo de 
p o s i c i ó n s e c a l c u l a r á a cont inuac ión l a t rans fo rmada de Lap l a ce de l a s 
s i g u i e n t e s e c u a c i o n e s ; 6—3, 6—4, 6—6 y 6—7. 
Ap l i cando la Transformada de Lap lace a l a s ecuac iones a n t e r i o r e s 
obtenemos l a s s i g u i e n t e s ecuac iones t rans formadas : 
E ( s ) = K o [ R ( s ) - C ( s ) ] ( 6 - 8 ) 
L a s l a ( s ) + Ro l a ( s ) + K3S©(s) = KiE(s ) ( 6 - 9 ) 
JOS2©(5) + f o s 0 ( s ) = Kz l a ( s ) ( 6 - 1 0 ) 
C ( s ) = n e ( s ) ( 6 - 1 1 ) 
Despejando I a ( s ) de l a ecuación 6—10 tenemos: 
T , . J o s 2 e ( s ) + f o s g ( s ) s 9 ( s ) [ J o s + f oí I a ( s ) = = L — 
Subst i tuyendo I a ( s ) en l a ecuación 6 -9 se o b t i e n e l a s i g . ecuación 
La s { s@ ( s ) [ Jos + f o ] /K2> + Ra { sS ( s ) [ Jos + f o ] + Kas©(s) = KiE (s ) 
Mu l t i p l i c ando todos l o s términos de la ecuación a n t e r i o r por K2 
para e l im ina r f r a c c i o n e s de l a misma tenemos: 
L a s 2 e ( s ) [ Jos + f o ] + R<as0 ( s ) [ j o s + fo ] + K2K3S0(S) = KiKzE(s) 
Esta ecuación también se puede e s c r i b i r en l a s i g u i e n t e forma: 
[ J o s + f o ] [ Lo.s2©(s) + Ras© ( s ) ] +• K2K3S© ( s ) = K1K2E ( s ) 
• 0 ( s ) s [ L a s + Ra] [ Jos + f o ] + K2Í<3se ( s ) = KiKzE(s) 
0 ( s ) { s [ L a S + Ra] [ Jos + f o ] + KzK3S> = KlK2E(s) 
. . . 0( s ) K1K2 . , , 
de donde ^ y - s ( L a s + Ra) (Jos + f o ) + KzKas ( 6 ~ 1 2 ) 
Tomando como base l a s ecuac iones 6—8, 6 -11 y 6—12se puede t r a z a r 
e l s i g u i e n t e diagrama de b l oques : 
£{s)f | K,Kj 
1 s ÍL0s * R„) (^s » f 0 ) * K2Kis 
©(s> C{s) 
F i g . 6 - 7 . Diagrama de B loques de l Servomecanismo de Pos i c i ón 
El diagrama de bloques de la figura 6-7 se puede simplificar 
uniendo en un solo bloque los tres bloques en serie que forman la 
función de transferencia directa G(s), de tal forma que G(s) es igual 
a S . KoKiKzn B(s) = s[ (Las + Ra)(Jos + fo) + KzKa] 
En virtud de que normalmente el valor de la inductancia del 
inducido La es pequeña, se puede despreciar su valor sin incurrir en 
mucho error, con lo cual se simplifica el valor de G(s). 
- KoKiKzn G(s) = 
G(s) = 
s[ Ra(JoS + fo) + KzKa] 
KoKiKzn KoKiKzn/Ra 
RaJoS2 + RafoS + K2K9S RaJoS2 + RafoS + K2K3S 
Ra 
KoKiKzn 2 — _. . K0K1K2n/Ra Ran G(s) = — z , , , , K2K3. - 2 . , K2K3„ Jos + (fo > -7?—)s Jos + (fo + — — ) 
2 n 
Finalmente la función de transferencia directa. G(s) nos da el 
siguiente resultados 
* _ Ko KiK2/nRa _ K G( s) — Jo s 2 + [ f o » (K2 Ka/Ra) 1 J s 2 + F s 
2 2 n n 
donde K = KoKiKz/nRa 
J = Jo/n2 = Momento de inercia referido al eje de salida 
F = [ f o + (KzKa/Ra) ] 7n 2 = Coeficiente de fricción 
viscosa referida al eje de salida 
En la fig. 6—8 se representa el diagrama de bloques simplificado 
del sistema de control de posición. 
Fig. 6-8 Diagrama de Bloques Simplificado 
6—5.— Respuesta a l a seftal esca lón u n i t a r i o de un s istema de segundo 
orden. 
Tomando como r e f e r e n c i a e l diagrama de b loques s i m p l i f i c a d o de l a 
f i g u r a 6 - 8 , podemos obtener l a función de t r a n s f e r e n c i a de l s i s tema . 
•2" K C ( s ) __ J s " + Fs J s % Fs K ~~ t - — = :—r— = — — 2 R ( s ) K Js + Fs + K Js + Fs + K 
J s z + Fs J s 2 + Fs 
La función de t r a n s f e r e n c i a a n t e r i o r nos i nd i c a que e l s i s tema de 
cont ro l es de segundo o rden .O iv id i endo l a función de t r a n s f e r e n c i a 
en t r e J , tanto e l numerador como e l denominador, tenemos: 
K 
G i s ) J 
J J 
Con e l f i n de f a c t o r i z a r e l t r inomio de l denominador como e l 
producto de dos binomios, ap l icaremos l a formula genera l de un s istema 
de segundo orden para c a l c u l a r l a s r a i c e s de l a ecuac ión . 
/ f K y , 
F_ A J Í - i 
* " 2 2 J - / l 2 J J J 
La función de t r a n s f e r e n c i a del s istema de segundo orden se puede 
e s c r i b i r en l a s i g u i e n t e forma: 
K 
C ( s ) _ J 
R ( S ) rr: . 1 A F l 2 K l F / t F \Z K i ' 
Ana l izando l a ecuación a n t e r i o r se puede ve r que l o s po los de l 
s is tema son comple jos s i 
> í J 2 O bien F2 < 4JK «J «^J 
mientras que l o s po los serán r e a l e s s i 
- T - < [ 1 2 o b ien F2 > 4JK ü ¿u 
Se puede ve r en l a función de t r a n s f e r e n c i a C ( s ) / R ( s ) que l o s 
/a lo res de K/Jy F/2J son muy importantes . Cuando s e anal i z a l a 
-espuesta t r a n s i t o r i a es conveniente para s i m p l i f i c a r hacer l a s 
s i gu ientes s u b s t i t u c i o n e s : 
K z F _ 
—T— = 03 -7TT * C <*> = O J n 2J n 
donde w = f r e c u e n c i a na tu ra l no amortiguada 
n 
C = r e l a c i ó n de amortiguamiento de l s i s tema 
a — atenuac ión de l s i s tema 
Haciendo l a s s u b s t i t u c i o n e s a n t e r i o r e s en l a func ión de 
t r a n s f e r e n c i a C ( s ) / R ( s ) tenemos: 
C ( s ) _ 
R ( s ) 
S i s e observan l o s términos que cont iene e l denominador de l a 
f r a c c i ó n a n t e r i o r , s e puede ve r que es e l producto de dos binomios 
con jugados , l o cua l s e puede t rans fo rmar en una ' d i f e r e n c i a de 
cuad rados . 
C ( s ) ton2 
R ( S ) < S + t « n ) 2 - ( V í C c o n ) 2 " ton2)2* 
C ( s ) _ ¿on2 
R ( s ) 2 „ j. r 2 2 2 
S + 2s C Wn + t, COn — C + Wn 
f i n a l m e n t e l a func ión de t r a n s f e r e n c f a s e s i m p l i f i c a hasta l a 
s i g u i e n t e e x p r e s i ó n : 
C ( s ) = wnf ( 6 -13 ) 
R ( S ) s 2 2s (un + wn2 
En l a s i g u i e n t e f i g u r a s e r ep re sen ta un diagrama de- b loques de l 
s i s t ema de segundo o rden , expresado en l a func ión C ( s ) / R ( s ) . 
F i g . 6 - 9 . - Sistema de Segundo Orden. 
Ahora s e puede e x p r e s a r e l comportamiento dinámico de l s i s tema de 
segundo orden en func ión de l o s parámetros C V 
De la ecuación 6—13 se pueden obtener las r a i c e s de l a ecuación de 
segundo grado que const i tuyen l o s po los de la función de t r a n s f e r e n c i a 
s = ~ 2{<on ± A ' " " ' - ^con2 ( 6 -14 ) 
Dependiendo de l v a l o r de C » será, e l t i p o de po los de l azo 
ce r rado que se tenga en e l s i s tema. 
S i O < ( < 1 , l o s po losde l s istema soncom^l^jos conjugados por 
e l s i gno nega t i vo de l a r a i z cuadrada ya que 4£ un < 4<on . En e s t a s 
condic iones se d i c e que e l s istema es subamortiguado y l a respuesta 
t r a n s i t o r i a es o s c i l a t o r i a . Además l o s polos comple josestán ubicados 
a la i z qu i e rda de l e j e J<o en e l plano complejo. 
S i ( = 1, l o s po los del sistema son r e a l e s e i g u a l e s , a l 
e l im ina r se los términos dentro de l a r a i z cuadrada. En e s t a s c o n d i c i o -
nes e l s istema se d i c e que t r a b a j a cr i t icamente amortiguado y l a r e s — 
puesta t r a n s i t o r i a ya no o s c i l a . Los polos r e a l e s e i g u a l e s están 
s i t uados a l a i z q u i e r d a de l e j e Jw en e l plano comple jo . 
S i ( > i , l o s po los de l s istema son r ea l e s y d i s t i n t o s . En t a l e s 
condic iones e l s i s tema se denomina sobreamortiguado y l a respuesta 
t r a n s i t o r i a no o s c i l a . Los po los r e a l e s y d i s t i n t o s están s i t u a d a s a 
l a i z qu i e rda de l e j e Jco. 
Por últ imo s i £ — O, los po los del sistema serán comple jos y e s t a -
rán s i tuados sobre e l e j e Jco. En e s t a s condic iones e l s i s tema no 
tendrá amortiguamiento, y su s a l i d a t r a n s i t o r i a s e r á o s c i l a t o r i a . 
A cont inuación se c a l c u l a r á l a respuesta t r a n s i t o r i a de l s istema 
de segundo orden de l a f i g 6—7 cuando se l e a p l i c a una entrada escalón 
u n i t a r i o . De acuerdo con e l a n á l i s i s hecho en l o s p á r r a f o s a n t e r i o r e s , 
se cons iderarán t r e s casos d i s t i n t o s : 
Sistema Subamortiguado O < £ < i 
Sistema Cr i t i camente Amortiguado £ = 1 
Sistema Sobreamortiguado £ > 1 
6—5—1.— Sistema Subamortiguado (0 < C < 1 ) - La función de t r a n s f e r e n — 
c i a de e s t e s istema se puede representar en l a s i g u i e n t e forma: 
C ( s ) b>n 2 
R ( s ) [ S + Cwn + JíOn-/ 1 - í 2 ] [ s + C « n - J ^ / l - n 
haciendo o>d = t o n V 1 — £2 en l a ecuación a n t e r i o r , donde <od se denomi-
na f r e c u e n c i a na tu ra l amortiguada de l s istema, tenemos: 
C ( s ) Unf ÍA-1S) 
R ( S ) ( S + ( W r . + J c o d ) ( S + Cton - Jcúd ) 
El denominador de l a ecuación 6-15 es e l producto de dos binomios 
con jugados , l o cua l podemos c o n v e r t i r a una d i f e r e n c i a de cuadrados . 
r-, v 2 2 C ( S ) <0n 6>n 
R ( S ) ( S + ( u n ) 2 - < J w d ) 2 S 2 + 2 s C o > n + C 2 W r » 2 + U d 2 
2 2 C( S ) _ (On _ con 
R ( S ) S 2 + 2sCwn + C 2 " n Z + WnZ ~ <ün2C2 S2 + 2 s í « n 2 + (dnZ 
La seña l de e n t r a d a a l s i s tema e s un e sca l ón u n i t a r i o , por l o que 
R ( s ) — 1/s . Sus t i tuyendo e l v a l o r de R ( s ) en l a ecuac ión a n t e r i o r : 
C ( s ) = ^ ( 6 - 1 6 ) 
S ( S 2 +• 2 C « n S + con2) 
La Trans formada de L a p l a c e de l a ecuación 6—16 s e puede ob t ene r 
d i r ec tamente de l a s t a b l a s a p l i c a n d o l a fo rmula # 18. 
/ p 
c ( t ) = 1 .. 1 • " C w n t S « n C « n / l - C2 ' t + tan"1 1 " ^ ) 
/ l - c 2 * 
La d i f e r e n c i a e n t r e l a en t r ada y l a s a l i d a de l s i s tema e s l a s eña l 
de e r r o r . 
e ( t ) = r ( t > - c ( t ) = 1 - 1 + — y , e tontSen(codt + 
Y 1 - c 2 
e ( t ) = - e " í ü 3 n lSen(wdt + <f>) donde 0 = t a n " 1 ^ - " 
y i - c 2 ; 
La s eña l de e r r o r e s una s eno i de amort iguada . A medida ' que e l 
tiempo aumenta, e l e r r o r va disminuyendo. Cuando e l tiempo s ea muy 
g rande tend iendo a i n f i n i t o , e l e r r o r en t r e l a en t r ada y l a s a l i d a 
d e s a p a r e c e . 
Cuando l a r e l a c i ó n de amort iguamiento £ = O, l a r e s p u e s t a como ya 
s e d i j o s e c o n v i e r t e en o s c i l a t o r i a s i n amort iguamiento . Subs t i tuyendo 
e l v a l o r de £ = O en l a r e spues t a c ( t ) s e t i e n e : 
C ( t ) = 1 - Sen(cont + 90° ) = 1 - Cos cont ( 6 - 1 7 ) 
En l a ecuac ión 6—17 s e puede v e r que wn r ep re sen ta l a f r e cuenc i a 
n a t u r a l no amort iguada de l s i s t e m a , o sea l a f r e c u e n c i a a l a cua l 
o s c i l a e l s i s tema cuando l a r e l a c i ó n de amort iguamiento C = 0 -
S i e l s i s t ema t i e n e c i e r t o amort iguamiento , no s e puede o b s e r v a r 
l a f r e c u e n c i a n a t u r a l no amort iguada wr». En e s t e caso apa rece l a f r e -
cuenc i a n a t u r a l amort iguada <od que e s i g u a l a «nV 1 — C • La f r e c u e n — 
c i a cod s i empre e s menor que l a f r e c u e n c i a con y l a d i f e r e n c i a en v a l o r 
depende l óg i camente d e l v a l o r de 
Más a d e l a n t e s e g r a f i c a r á . l a r e spues ta t r a n s i t o r i a c ( t ) de e s t e 
s i s t ema de segundo orden subamort iguado , cuando s e haya terminado de 
a n a l i 2 a r l o s o t r o s dos c a s o s , e l c r i t i c a m e n t e amort iguado y e l s o b r e -
amor t i guado . 
6-5—2.—Sistema C r i t i c amente Amortiguado (C=1 ) • Tomando como punto 
de p a r t i d a l a ecuac ión 6 - 1 3 , l a func ión de t r a n s f e r e n c i a de l s i s tema 
e s : 
v 2 2 2 C( S ) _ con _ ton _ con 
S 2 + 2s^C0n + con2 s 2 + 2cons + con2 ( s + COn)2 
Como l a en t rada d e l s i s tema e s un e sca l ón u n i t a r i o , R ( s ) = l / s y 
l a s a l i d a C ( s ) será. : 
C ( s ) = — — ( 6 - 1 8 ) 
( s + con) S 
Se c a l c u l a r á en s e gu i da l a t r ans fo rmada i n v e r s a de L a p l a c e de l a 
ecuac ión 6 - 1 8 . 
C ( s ) = con a bz b i 
( S + C 0 n ) 2 S S ( s + c o n ) 2 ( s + con) 
z 2 
con __ con , a = • • — • 1 = 1 
( S + con) S =0 COn 
2 2 
. (On con 
b 2 = = — — - a - con s s=—con —con 
2 2 . d , COn - 2 - 2 con bi = _. - [ 1 = - con S = - — - 1 d s L s J s=—COn z 
COn 
Subs t i tuyendo l o s v a l o r e s de a , b2 y bt en l a ecuac ión de C ( s ) 
C ( s ) - — - ^ ( 6 - 1 9 ) 
( S + U n ) s + c o n 
A p l i c a n d o l a s t a b l a s para c a l c u l a r l a t r ans fo rmada i n v e r s a de 
L a p l a c e a l a ecuac ión 6—19, obtenemos c ( t ) : 
c ( t ) = 1 - conte _ U n l - e _ 0 ) n i = 1 - e _ W n i ( l + cont) ( 6 - 2 0 ) 
Dando v a l o r e s a l t iempo en l a ecuac ión 6—20,podemos c a l c u l a r l a 
g r a f i c a de l a r e s p u e s t a con amort iguamiento c r i t i c o . 
S i t=0 c ( t ) = 1 - e " ° ( l + O) - O 
S i t= l/wn c ( t ) . = 1 - e~4 ( 1 + 1 ) = 1 - 0 .367 « 0 .633 
S i t-2/con c ( t ) =» 1 - e ~ 2 ( l + 2 ) = 1 - 0 .406 = 0 .59 
S i t=3/con c ( t ) « 1 - e~®( l + 3 ) • 1 - 0 .199 * 0 .801 
S i t=4/con c ( t ) = 1 - e " 4 ( l + 4 ) « 1 - 0.091 « 0 .909 
Los v a l o r e s o b t e n i d o s para c ( t ) nos ind ican que l a r e s p u e s t a t r a n -
s i t o r i a se i n i c i a en c e r o cuando t=C y va aumentando gradualmente con 
e l tiempo hasta que l l e g a a l v a l o r de uno cuando e l tiempo t i e n d e a 
i n f i n i t o , e s t a b i 1 i s a n d o s e en d i cho v a l o r . 
6—5—3.— Sistema Sobreamor t i guado , > 1 ) . Como ya s e d i j o , en e s t e 
c a so l o s po l o s de l s i s tema son r e a l e s y d i s t i n t o s . La func ión de 
t r a n s f e r e n c i a de l a ecuac ión 6—13 ess 
C ( S ) _ <Onf 
R l S ) S 2 + 2Cwr,S + wn2 
a p l i c a n d o l a ecuac ión g e n e r a l de segundo g rado a l denominador de l a 
f unc ión de t r a n s f e r e n c i a a n t e r i o r obtenemos: 
-2C<0n ± y - 4con" „ . /~'z 
= a — i = - £ c O n í (ún Y ( -
2 2 . 2 
1 
51 = " (Wn ~ COn / i " — 1 
n — 52 = — + Uri T ( — 1 
r-, \ 2 2 C ( s ) _ COn _ con 
R ( S ) ~ ( S - S 1 ) ( S - S 2 ) ~ ( S + CWn + W n V ¿ 2 - í ) ( S + ( W n - Wn V " c 2 - 1 ) 
s u b s t i t u y e n d o R ( s ) = 1/s en l a ecuación a n t e r i o r l a s a l i d a C ( s ) e s : 
2 
„ . . con C í s ) = 
S ( S + Cwn + con y C 2 - 1 H S + £ con - COn V C 2 ~ D 
C ( s ) = + 
S 2 2 
S + £<0n + COn y ( - 1 s + £cOn — con V C — 1 
2 <0n 
a = 
( 5 + Cwr. + con V C 2 _ 1 ) C s + (con - COn V C ^ D , s = 0 
2 2 
con COn 
a = - — '• 1 — -
( £ o > n + cor, Y C 2 " i ) ( C ^ n - Cún • / £ 2 — i ) ^ 2 c 0 n 2 - C 0 n 2 ( £ 2 - i ) 
a = 1 = i 
c 2 - í 2 - 1 
2 2 . Wn OJn b -
S Í S + £ cúr> ~ con C Z ~ 1 ) S ^ C c o n - c o n / P T s 2 + s C c O n — S W n / C 2 ~ l 
2 
COn 
b — 
C ZWn 2+2Ct0n 2/C Z ' l+t0n 2 (C 2 - l ) -C ZWn Z -Cü)n 2 -/ £ * W n ' 2 / C 2"1+Wn2 C Z "1 
2 * 
b — COn _ J. 
2t0n Z (C 2 - l ) + 2C0Jn2 / C Z "1 2 [ C Z " 1 + C / C Z " 1 ] 
2 2 
COn COn 
C — 
( s + C t o n •+• con •/ C 2 — i ) S = - C í O n + C O n Y C ^ ^ S2 + s(tóri + SCOn"/£^-l 
2 
COn c = 
c 2 con 2-2C OJn 2 / T ^^+Wn 2 ( C 2 - 1 ) -C 2con2+C con2 y ^ P ^ - C con 2 / T ^^+Wn 2 ( C 2 - 1 ) 
2 -
c — COn _ 1 
2 w n 2 ( í 2 - l ) - 2 C c o n 2 / C Z - 1 2 [ C Z - 1 - c / C Z - 1 ] 
Substituyendo e l v a l o r de l a s constantes a , b y c en l a respuesta 
C ( s ) tenemos: 
C ( s ) = + 2 ( c z - i + c v c 2 - d + 2 ( c 2 - i - c y c 2 - i ) 
S S + £ COn + COt-i Y C Z — 1 s + C W r | — OJn V ^ - l 
Apl icando l a s t a b l a s de la transformada de Laplace a l a s a l i d a 
C ( s ) nos dará, e l s i g u i e n t e resu 1 tado: 
-» 
c ( t ) = 1 + i : 
2 ( C 2 - ! + c / c - i ) 
<-Ccon - con Y CZ-i>t + 
2 ( C Z - 1 - C / C 2 - l ) 
haciendo que s i - (C + v p - l í u n y S2 = (C ~ C2-i)con 
c ( t > • 1 + i t p ^ T T ^ T + 2 W t - -^-3 
s L cún COn 
- s i l " s 2 t 
C < t ) = 1 - — [ - S 1 ] 
2 / C " I S I 5 2 
< -C con t- ( O n T c 2 - l > t e s s 
En l a f i g . 6—10 se puede o b s e r v a r una f a m i l i a de g r á f i c a s de r e s -
p u e s t a en f u n c i ó n d e l t iempo pa ra e l s i s t ema de con t ro1 de segundo 
o rden que se ha a n a l i z a d o . La q r a f i c a c o n t i e n e c u r v a s de l a s a l i d a — 
c i t ) en f u n c i ó n de tont y en donde l a r e l a c i ó n de amor t i guamiento C se 
v a r i a d e sde c e r o h a s t a £ = 2 . 
También en l a f i g . 6—10 s e ve que s i C — e l s i s t e m a e s c o m p l e t a -
mente o s c i l a t o r i o y d i c h a o s c i l a c i ó n no s e a m o r t i g u a . S i 0<C<1, c a s o 
s u b a m o r t i g u a d o , e l s i s t e m a s i g u e s i e n d o o s c i l a t o r i o , pe ro l a o s c i l a -
c i ó n ya e s a m o r t i g u a d a t e n d i e n d o con e l t iempo h a c i a un v a l o r e s t a b 1 e • 
Cuando £ e s i g u a l o mayor que uno e l s i s t e m a ya no o s c i l a , l a r e s p u e s -
t a aumenta g r a d u a l m e n t e con e l t iempo ha s t a a l c a n z a r un v a l o r e s t a b l e . 
E n t r e más g r ande s e a e l v a l o r de £ en e l c a s o s o b r e a m o r t i g u a d o , e l — 
s i s t e m a e s más l e n t o , e s t o q u i e r e d e c i r que s e t a r d a r á más t iempo en 
a l c a n z a r l a e s t a b i l i d a d . 
F i g . 6—10. Cu rva s de r e s p u e s t a a l e s c a l ó n u n i t a r i o 
pa r a e l s i s t e m a de c o n t r o l de l a f i g . 6—9. 
6 — . — E s p e c i f i c a c i o n e s de l a Respues ta T r a n s i t o r i a . 
En l a p r á c t i c a s e pueden e s p e c i f i c a r l a s c a r a c t e r í s t i c a s de un 
s i s t e m a de c o n t r o l en e l domin io d e l t i e m p o . E s t a s c a r a c t e r í s t i c a s son 
e s p e c i f i c a d a s en t é r m i n o s de l a r e s p u e s t a t r a n s i t o r i a cuando se a p l i c a 
como e n t r a d a a l s i s t e m a una s e ñ a l e s c a l ó n u n i t a r i o . La s e ñ a l e s c a l ó n 
s e a p i i c a mucho po rque es f á c i 1 de g e n e r a r y además conoc i endo l a r e s -
p u e s t a a l e s c a l ó n se puede c a l c u l a r matemáticamente l a r e s p u e s t a a 
o t r a s s e ñ a l e s de e n t r a d a . 
La r e s p u e s t a t r a n s i t o r i a de un s i s t e m a de c o n t r o l r e a l c a s i 
s i e m p r e p r e s e n t a o s c i l a c i o n e s amor t i guadas a n t e s de l o g r a r l a e s t a b i — 
l i d a d . Al e s p e c i f i c a r l a s c a r a c t e r í s t i c a s de l a r e s p u e s t a t r a n s i t o r i a 
de un s i s t e m a de c o n t r o l con e n t r a d a e s c a l ó n u n i t a r i o , e s muy común 
u t i l i z a r l a s s i g u i e n t e s e s p e e i f i c a c i o n e s : 
1.— Tiempo de r e t a r d o , td 
2.— Tiempo de c r e c i m i e n t o , tr 
3.— Tiempo de p i c o , tp 
4.— Sob r e impu l so mascimo, lip 
5.— Tiempo de e s t a b l e c i m i e n t o , ts 
En l a f i g u r a 6—11 s e pueden o b s e r v a r l a s a n t e r i o r e s e s p e c i f i c a c i o -
nes en una c u r v a de r e s p u e s t a a l e s c a l ó n u n i t a r i o . A c o n t i n u a c i ó n se 
d a r á una d e f i n i c i ó n de cada una de l a s e s p e c i f i c a c i o n e s . 
F i g . 6—11 E s p e c i f i c a c i o n e s de l a Respues ta T r a n s i t o r i a 
1-— Tiempo de r e t a r d o , td. Es e l t iempo que t a r d a l a r e s p u e s t a en a l -
c a n z a r por p r ime ra vez l a mitad d e l v a l o r f i n a l . 
2.— Tiempo de c r e c i m i e n t o , t r . Es e l t iempo que r e q u i e r e l a r e s p u e s t a 
pa r a c r e c e r de un ÍO a un 90% de su v a l o r f i n a l . 
3.— Tiempo de p i c o , tp . Es e l t iempo r e q u e r i d o por l a r e s p u e s t a pa ra 
a l c a n z a r e l p r imer p i c o d e l s o b r e i m p u l s o . 
4.— Máximo s o b r e i m p u l s o (en p o r c i e n t o ) , Mp. Es e l v a l o r p i c o máximo 
de l a c u r v a de r e s p u e s t a medido de sde l a u n i d a d . E s t a e s p e c i f i c a c i ó n 
nos i n d i c a l a e s t a b i l i d a d r e l a t i v a d e l s i s t e m a . 
5 - - Tiempo de e s t a b l e c i m i e n t o , t s . Es e l t iempo r e q u e r i d o por l a r e s -
p u e s t a pa r a a l c a n z a r y mantener se d e n t r o de de te rminado r ango a l r e d e — 
d o r d e l v a l o r f i n a l , g e n e r a l m e n t e de un 2 a un 5%. 
6—7.— A n á l i s i s de la e s t a b i l i d a d en e l plano comple jo . Basándonos en 
todos l o s e s tud i o s que se han hecho de la respuesta de un sistema de 
c o n t r o l , podemos a f i rmar que d i cha respuesta tendrá po los r e a l e s o 
comple jas con jugados . S i los po l o s son r e a l e s de l a forma 
C ( s ) = i - - ( 6 - 21 ) 
S • 3 
l a respuesta c ( t ) s e r á l a t rans formada inve r sa de Lap lace de C ( s ) 
c ( t ) = e ~ a t ( 6 - 2 2 ) 
C ( s ) = 
Por o t r o lado s i l o s po l o s son comple jos conjugados de l a forma 
<0 CO CO 
( s + a+ jw ) ( s+a- jco ) [ ( s + a ) + j w j [ ( s+a ) — j co] V 2 2 ( s+a ) + co 
l a respuesta c ( t ) será : 
c ( t ) = e"a tSen cot ( 6 -23 ) 
Tanto en l a ecuación 6—22 como en l a 6 -23 se puede ver que s i e l 
tiempo aumenta, l a s a l i d a t i ende hacia un v a l o r d e f i n i d o y e s t a b l e . 
Pero s i l o s s i gnos de l o s exponentes fueran p o s i t i v o s l a s dos 
ecuaciones de respues ta a l aumentar e l tiempo, l a s a l i d a aumentarla 
s in ningún l í m i t e dando como r e s u l t a d o un s istema completamente i n e s -
t a b l e . 
La conc lus ión importante de lo a n t e r i o r es que l o s s i gnos de los 
exponentes dependen de l a ub icac ión de l o s po los en e l plano comple jo , 
s i l o s po los están a l a i z q u i e r d a del e j e Jco, l o s s i gnos de l o s expo -
nentes son nega t i vo s y e l s i s tema es e s t a b l e . Pero s i l o s po los están 
a la derecha de l e j e Jco, l o s s i gnos de l o s exponentes son p o s i t i v o s y 
e l s i s tema es i n e s t a b l e . 
Siendo la e s t a b i l i d a d de un sistema de cont ro l una c a r a c t e r í s t i c a 
muy importante , l a ub icac ión de l o s po los en e l plano complejo es d e — 
f i n i t i v a para poder s abe r s i un sistema es e s t a b l e o i n e s t a b l e . 
Cabe a c l a r a r que e l s ó l o hecho de que l o s po los de l azo ce r r ado 
estén ub icados a la i z q u i e r d a de l e j e Jco no g a r a n t i z a l a e s t a b i l i d a d 
del s istema de c o n t r o l . Es n e c e s a r i o que l o s po los estén s i tuados a l a 
i z q u i e r d a de la zona determinada en e l plano complejo de l a f i g . 6 -12 . 
ya que ce rca del e j e Jco se pueden presentar o s c i l a c i o n e s exce s i va s que 
desaparecen a l cambiar l o s po l o s hacia la i z q u i e r d a del e j e Jco. 
Ju> 
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F i g . 6—12. Region del p lano complejo donde se s a t i s f a c e n l a s 
condic iones de e s t a b i l i d a d £ > 0 .4 ts <s 4/cr. 
ó—8.— C r i t e r i o de E s t a b i l i d a d de Routh. 
En cua l qu i e r s istema de con t r o l l i n e a l l a c a r a c t e r í s t i c a más 
importante del mismo es su e s t a b i l i d a d . Se r e q u i e r e saber s i e l 
s istema es e s t a b l e ya que de o t r a forma e l s istema no se puede usaren 
la p r á c t i c a porque su sa1 ida a lnc e s t a b i 1 i z a r s e en un determinado 
v a l o r podr ía o s c i l a r inde f in idamente o de plano v a r i a r s in ningún 
cont ro l .En la secc ión a n t e r i o r 6—7 se l l e g ó a l a conc lus ión que un 
sistema es e s t a b l e s ó l o s i sus p o l o s de lazo ce r rado están ub icados en 
e l semiplano i z qu i e rdo del plano comple jo .La mayaría de l o s s i s temas 
de cont ro l l i n e a l t ienen func iones de t r a n s f e r e n c i a de lazo cer rado de 
l a s i g u i e n t e forma 
C ( s ) _ bos™ + b i s m 1 •+• . . . . + bm-is -*• bm 
R( s ) n ^ n - l aos + a i s •+- . . . . + a n - i s + an 
donde l a s " a " y l a s "b " son constantes y generalmente m < n. En l a —— 
función a n t e r i o r se r e q u i e r e f a c t o r i z a r e l denominador A ( s ) para s a — 
ber la ub icac ión de l o s po los de lazo cerrado.Cuando e l pol inomio 
A ( s ) e s de segundo orden l a f a c t o r i z a c i ó n es re la t ivamente s e n c i l l a a l 
a p l i c a r l a fdrmula genera l de segundo grado , pero cuando e l pol inomio 
A ( s ) es de t e r c e r orden o mayor, e l problema de f a c t o r i z a c i ó n se 
complica bastante por l o que no e s tan f á c i l ya ub i ca r l o s po los en e l 
plano comple jo . 
El c r i t e r i o de e s t a b i l i d a d de Routh es un procedimiento muy s imple 
que nos permite saber cuantos po l o s de lazo cer rado están en e l semi— 
plano derecho del plano complejo s i n tener que f a c t o r i z a r e l po l inomio ' 
A ( s ) . E s importante a c l a r a r que e l c r i t e r i o de Routh s ó l o nos dá e l 
número de po los a l a derecha del e j e Jw, pero no nos d i ce Id ub icac ión 
de l o s po los . De todas maneras é s t e procedimiento nos permite saber s i 
un s istema es e s t a b l e o no l o e s . Esta c a r a c t e r í s t i c a de un s istema de 
cont ro l se denomina e s t ab i1 idad a b s o l u t a . 
El procedimiento l lamado c r i t e r i o de e s t a b i l i d a d de Routh es e l 
s i g u i e n t e : 
1.— Primero hay que e s c r i b i r e l polinomio A ( s ) en forma ordenada 
como se representa en la ecuación (6—24). Es dec i r primero e l 
término con mayor exponente de " s " , enseguida e l término con 
exponente de " s n " y a s i sucesivamente hasta l a constante an. 
2.— S i c u a l q u i e r a de l o s c o e f i c i e n t e s es cero o negat ivo en l a 
presenc ia de por l o menos un c o e f i c i e n t e p o s i t i v o , hay una r a í z 
o r a i c e s que son imag ina r i a s o que t ienen pa r tes r e a l e s 
p o s i t i v a s . Por l o tanto en e s t e caso e l s istema es i n e s t a b l e . 
S i solamente nos i n t e r e s a l a e s t a b i l i d a d a b s o l u t a , no hay nece -
s idad de cont inuar con e l procedimiento, pues ya sabemos que es 
s istema es i n e s t a b l e . 
Por lo a n t e r i o r es nece sa r i o que todos l o s c o e f i c i e n t e s 
ex i s t an y sean p o s i t i v o s . Es muy importante hacer notar que 1 a 
condición de que todos los c o e f i c i e n t e s ex i s tan y sean 
p o s i t i v o s es n e c e s a r i a , pe ro no es s u f i c i e n t e para a segura r que 
e l s istema e s e s t a b l e . 
B (s> 
A ( s ) ( 6 -24 ) 
3.— Si todos los c o e f i c i e n t e s son pos i t i vo s se deben agrupar los 
c o e f i c i e n t e s en f i l a s y columnas de acuerdo a l s i g u i e n t e 
esquemas 
n-i 
n—2 
n-3 
N - 4 
ao az a4 a <3 
ai aa as a? 
bi b2 ba b4 
Cl C2 C3 C4 
di d2 da d4 
ei ez 
f i 
Los c o e f i c i e n t e s de l o s dos primeros reng lones ya están 
aetermznados en e l pol inomio A ( s ) y los c o e f i c i e n t e s bi. b2, ba, b4 
e t c . se pueden c a l c u l a r con l a s s i gu i en t e s fo rmulas : 
bi = 
b2 = 
ba = 
a i a z — aoas 
a i 
a ia4 — ao35 
a i 
aia<s - aoa? 
a i 
Se ca l cu l an todas l a s "b " hasta que todas sean ce ro . Se continua 
e l mismo esquema mu l t i p l i c ando en forma cruzada l o s c o e f i c i e n t e s 
de l a s dos f i l a s p r ev i a s para eva lua r l a s " c " , " d " , " e " , e t c . 
ci = 
C2 = 
b iaa — aibg 
bi 
b i a s — aib3 
bi 
di = c i bz - bic2 c i 
dz » c iba — bica c i 
El proceso continua hasta haber completado l a f i l a n—ésima. El e s -
quema completo de l o s c o e f i c i e n t e s t i ene la forma t r i a n g u l a r . 
4.— El c r i t e r i o de e s t a b i l i d a d de Routh e s t a b l e c e que la cant idad 
de r a i c e s de la ecuación 6-24 con partes r e a l e s p o s i t i v a s es i gua l 
a l número de cambios de s igno de los c o e f i c i e n t e s de l a primera 
Columna del esquema. La condición necesar ia y s u f i c i e n t e para que 
todas l a s r a i c e s de l a ecuación 6-24 queden en e l semiplano 
i z qu i e rdo del plano complejo es que todos l o s c o e f i c i e n t e s de la 
primera columna sean p o s i t i v o s . 
Con e l f i n de a p l i c a r e l c r i t e r i o de Routh y determinar l a e s t a b i -
l i dad abso lu ta de un s istema de contro l se resolverá, a continuación e l 
s i gu i en te e j emplo : 
Ejemplo 6—8—1.— Apl icando e l c r i t e r i o de Routh, determinar s i e l 
s i s tema de cont ro l determinado por l a función de t r a n s f e r e n c i a 
C ( s > 
R ( s ) 
s ( 2 ) 
>4 + 2s3 + 3sZ + 4s + 5 
es e s t a b l e o i n e s t a b l e . S i e l s istema es i n e s t a b l e determinar cuantas 
r a i c e s hay a la derecha del e j e Jco. 
1 3 
2 4 
1 5 
- 6 
5 
0 
Una vez terminado e l esquema se a n a l i z a la primera columna de 
c o e f i c i e n t e s y se puede ver que e l numero de cambios de s i gno es dos . 
Por l o tanto hay dos r a i c e s con par tes r e a l e s p o s i t i v a s , lo cual s i g -
n i f i c a que e l s istema e s i n e s t a b l e . 
Casos e s p e c i a l e s de l c r i t e r i o de Routh. 
1.— Si un término de la primera columna en c u a l q u i e r f i l a es c e ro , 
pero 1os términos r e s t an t e s no son ce ro , se reemplaza e l término 
ce ro por un numero p o s i t i v o muy pequeño "¿r" y se c a l c u l a e l r e s t o 
del con junto . Por e jemplo s i se t i ene la s i g u i e n t e ecuación c a r a c -
t e r í s t i c a 
s 3 + 2s2 + s + 2 « 0 
e l conjunto de c o e f i c i e n t e s se ind ica en e l s i g u i e n t e esquema: 
O ^ £ 
2 
Ana l i zando l a p r imera columna de c o e f i c i e n t e s podemos v e r que e l 
c o e f i c i e n t e s o b r e e l c e r o ( e ) t i e n e e l mismo s i g n o que e l aue e s t á d e -
b a j o de é l , é s t o nos i n d i c a que hay un par de r a i c e s i m a g i n a r i a s en e l 
e j e JOJ de l p l ano c o m p l e j o . En e s t e c a s o en p a r t i c u l a r l a s r a i c e s ima— 
g i n a r i a s son s = ± j . 
Por o t r o l ado s i e l s i g n o de l c o e f i c i e n t e s o b r e e l c e r o ( c ) e s c o n -
t r a r i o a l que e s t á d e b a j o de é l , i n d i c a que hay un cambio de s i g n o , 
por l o que habrá r a i c e s a l a de recha de l e j e Jto. 
S i se t i e n e un s i s t e m a de c o n t r o l con l a s i g u i e n t e ecuac ión c a r a c -
t e r í s t i c a 
s 3 - 3s + 2 = ( s — 1 ) 2 ( s + 2 ) = 0 
e l esquema de l o s c o e f i c i e n t e s e s : 
3 
0 ^ €T 
En l a p r imera columna de c o e f i c i e n t e s hay dos cambios ae s i g n o , l o 
cua l nos i n d i c a aue e x i s t e n dos r a i c e s p o s i t i v a s y que s s comprueban 
a l f a c t o r i z a r e l po l i nomio como se í n d i c a , l a s dos r a i c e s son i g u a l e s 
y e s tán s i t u a d a s en s = 1 . En s e g u i d a se v e r á e l segundo c a s o e s p e c i a l 
que s e puede p r e s e n t a r en l a a p i i c a c i ó n de l c r i t e r i o de Routh. 
2.—Si todos l o s c o e f i c i e n t e s c a l c u l a d o s en una f i l a son c e r o . s e 
puede c o n t i n u a r l a e v a l u a c i ó n de l r e s t o de l c o n j u n t o , formando un 
po l inomio a u x i l i a r con l o s c o e f i c i e n t e s de l a f i l a a n t e r i o r v usando 
l o s c o e f i c i e n t e s de l a d e r i v a d a de e s t e po l inomio a u x i l i a r en l a f i l a 
de c c e f i c i e n t . e s c e r o ' a r a i l u s t r a r e s t e segundo caso e s p e c i a l s e v e r á 
e l s i g u i e n t e e j e m p l o con un s i s t ema cuya ecuac ión c a r a c t e r í s t i c a e s ; 
s 5 + 2s 4 + 24s3 + 48s2 - 25s - 50 = 0 
s i s e e s c r i b e n l o s c o e f i c i e n t e s de e s t a e c u a c i ó n , s e t i e n e : 
5 1 24 - 2 5 
2 43 - 5 0 
O v 
Los términos de l a f i l a de s son todos i gua l a c e ro . Por lo tanto 
se forma un pol inomio a u x i l i a r con los c o e f i c i e n t e s de la f i l a de s . 
El pol inomio a u x i l i a r P ( s ) s e r á : 
P ( s ) = 2s4 + 48s2 - 50 
la der ivada de e s t e po l inomio a u x i l i a r con respecto a " s " e s : 
dP ( s ) = 8s* 96s 
3 Se remplazan l o s términos en l a f i l a de s por l o s c o e f i c i e n t e s de la 
ecuación a n t e r i o r , o s ea e l 8 y e l 96. El esquema de c o e f i c i e n t e s se 
conv i e r t e entonces en 
5 
S 1 24 -25 
4 
S 2 48 -50 
3 
S 8 96 
2 
S 24 -50 
1 
S 112.7 0 
O s - 50 
Observando l a pr imera columna de c o e f i c i e n t e s se vé que hay un cambio 
de s i g n o , lo cual s i g n i f i c a que hay una r a i z con parte r ea l p o s i t i v a . 
Se pueden c a l c u l a r l a s r a i c e s de la ecuación pol inómica a u x i l i a r 
2s4 + 48sZ - 50 = O 
ap i i cando la fdrmula g ene ra l de segundo grado, l o cual nos dá l o s si— 
au i en tes v a l o r e s : 
= i = -25 
o bien s = ± l s = ± j 5 
l a ecuación o r i g i n a l se puede f a c t o r i z a r u t i l i z a n d o e s t a s r a i c e s como 
se ind i ca ensegu ida : 
( s + l ) ( s - l ) ( s + j 5 ) ( s - j 5 ) ( s + 2 ) = O 
en donde se puede ve r c laramente una r a i z con par te r ea l p o s i t i v a . 
6 - 9 . - A n á l i s i s de l a E s t a b i l i d a d Re l a t i v a . 
Como ya se v i ó en l a secc ión an t e r i o r 6—8, e l c r i t e r i o de Routh 
nos da l a e s t a b i l i d a d a b s o l u t a de un sistema de c o n t r o l , es d e c i r nos 
i nd i c a s i e l s i s tema e s o no e s t a b l e . Muchas veces la e s t a b i l i d a d 
ab so lu t a de un s i s tema no b a s t a , s ino que se r equ i e r e conocer su e s t a -
b i l i d a d r e l a t i v a , l o cua l s i g n i f i c a saber que tan ce rca e s t á un 
s istema de perder su e s t a b i l i d a d . 
Se puede c a l c u l a r l a e s t a b i l i d a d r e l a t i v a de un s istema d e s p l a z a n -
do e l e j e Jco de l p lano comple jo " s " a la i z q u i e r d a y ap l i c ando luego 
e l c r i t e r i o de e s t a b i l i d a d de Routh. Para l o g r a r l o a n t e r i o r se subs— 
t i t u y e 
s = z — a donde a es una c a n t i d a d cons tante , 
en la ecuación c a r a c t e r í s t i c a de l s i s tema , con l o cual l a ecuación 
s e c o n v i e r t e en una func ión de l a nueva v a r i a b l e " z " . 
Dándole v a l o r e s a " a " cada vez mayores, l l e g a e l momento en que e l 
s i s tema o r i g i na lmente e s t a b l e se c o n v i e r t e v i r t u a l m e n t e en un s istema 
i n e s t a b l e por e l c o r r i m i e n t o que se e s t á e f e c t u a n d o de l e j e jw a l a 
i z q u i e r d a . La d i s t a n c i a de co r r im ien to del e j e j co nos dará una magni— 
tud de l a e s t a b i l i d a d r e l a t i v a de l s i s t ema . 
6—10.— Determinación de l rango de ganancia K de un s istema de con t ro l 
a p i i c a n d o e l c r i t e r i o de Routh. 
Aunque e l c r i t e r i o de e s t a b i l i d a d de Routh t i e n e un a l cance 
l im i tado ya que no nos p roporc iona una forma de mejorar l a e s t a b i l i d a d 
r e l a t i v a n i nos i n d i c a como l o g r a r e s t a b i l i z a r un s i s tema i n e s t a b l e , 
s i nos permite conocer e l rango de ganancia K dentro de l cual un 
s i s tema de con t ro l es e s t a b l e . 
Supongamos que se desea conocer e l rango de ganancia K de e s t a b i -
l i d ad del s i s tema de c o n t r o l representado en l a f i g . 6 -13 . 
F i g . 6 — l o . Sistema de c o n t r o l 
En primer l u g a r se determinará l a func ión de t r a n s f e r e n c i a del 
s i s tema de con t r o l r ep resentado en l a f i g . 6—13. 
K 
C ( s ) s ( s 2 + s + 1 ) ( s + 2 ) 
R ( S ) + K 5 ( S 2 + S + l ) ( s + 2 ) + K 
s ( s 2 + s + 1 ) ( s + 2 ) 
d e s a r r o l l a n d o la ecuación c a r a c t e r í s t i c a del s i s tema tenemos: 
s 4 + 3s3 + 3s2 + 2s + k = O 
E1 esquema del c r i t e r i o de Routh para e l s istema de cont ro l de la f i g . 
6 -13 es : 
A. 
1 3 
7/3 
2 - | K 
K 
2 
K 
K 
O 
Para que e l s istema sea e s t a b l e 
primera columna deben s e r p o s i t i v o s , 
debe s e r mayor que c e r o , l o cua l nos 
todos l o s c o e f i c i e n t e s de la 
por l o tanto e l binomio (2 - —K) 
7 
da l a s i g u i e n t e ecuac ión : 
(2 - ^K) > O 
de l a cual podemos d e s p e j a r e l v a l o r de K cuyo v a l o r debe s e r 
—— > K > O s» 
El r e su l t ado obten ido nos ind i ca que para tener e l s i s tema e s t a b l e 
l a ganancia debe s e r menor que 14/9. S i e l s istema t i ene una ganancia 
K = 14/9, tendrá, a l gunos po los en e l e j e Jco l o cual produc i rá una 
s a l i d a o s c i l a t o r i a y d icha o s c i l a c i ó n matemáticamente se mantendrá con 
amplitua constante , pero práct icamente l a o s c i l a c i ó n puede c r ece r g r a -
dualmente con e l tiempo incrementándose la i n e s t a b i l i d a d . 
PROBLEMAS P R O P U E S T O S 
1.— Un sistema de cont ro l con r e t roa l imentac ión u n i t a r i a v cuya f u n -
c ión de t r a n s f e r e n c i a d i r e c t a es 
= + 1 <s + 0 . 6 ) 
t i ene una entrada esca lón u n i t a r i o . C a l c u l a r l a respuesta de l s istema 
en función del tiempo. 
2 .—Calcu lar l a señal de s a l i d a en func ión de l tiempo de un s istema de 
cont ro l cuya función de t r a n s f e r e n c i a es 
C ( s ) 20 
R ( S ) s 2 + 4s + 5 
s i l a seña l de entrada de l s istema e s una rampa r<t> = 4t 
3.—Determinar s i e l s i s tema de con t r o l representado por l a s i g u i e n t e 
función de t r a n s f e r e n c i a es e s t a b l e o i n e s t a b l e . S i es i n e s t a b l e de te r 
minar e l numero de po los a l a derecha del e j e Ja>. 
C ( s ) s Z + 3s + 6 
R ( S ) 2s S + s 4 + 3s3 + 4s 2 + 6s - 8 
4 . -Cua l es e l rango de e s t a b i l i d a d de e l s istema de contro l 
representado por la s i g u i e n t e función de t r a n s f e r e n c i a s 
C ( s ) 
R Í S ) s ( s 2 + 3s + 2 ) ( s + 4 ) + K 
5.—Aplicando e l c r i t e r i o de Routh, determinar e l rango de e s t a b i l i d a d 
de l s is tema de cont ro l representado por l a s i g u i e n t e función de 
t r a n s f e r e n c i a : 
C ( s ) _ K 
R ( S ) s ( s 2 + 4s + l ) ( s + 3 ) < s + 6) + K 
6.— Determinar s i e l s i s tema de cont ro l representado por la s i g u i e n t e 
función de t r a n s f e r e n c i a es e s t a b l e o i n e s t a b l e . S i es i n e s t a b l e de te r 
minar e l numero de po los a l a derecha del e j e JÍO y s i es e s t a b l e c a l — 
c u l a r l a e s t ab i1 idad r e l a t i v a del s i s tema , obteniendo e l v a l o r máximo 
de "o-" para e l cual e l s istema s i gue s iendo e s t a b l e . 
C ( s ) = 2s2 +• 2Qs + 4 
R ( S ) s 4 + 21s3 + 158s2 + 504s + 576 
C A P I T U L O V I I 
ANÁLISIS DEL ERROR 
7 - 1 . - Concepto de l E r r o r 
Práct icamente en c u a l q u i e r s is tema de con t ro l se pueden p r e sen ta r 
e r r o r e s que se deben a v a r i o s f a c t o r e s . Por e jemplo es p o s i b l e tener 
e r r o r e s por impe r f ecc i ones de l o s componentes de l s i s t ema , o por enve -
j e c im ien to y d e t e r i o r o de l mismo. Además un s istema presenta e r r o r — 
cuando su entrada se mod i f i c a y e l e r r o r puede s e r t r a n s i t o r i o o un 
e r r o r e s t a c i o n a r i o . 
El e r r o r por l o t anto e s una c a r a c t e r i s t i c a muy importante de un 
s istema de con t ro l que s e puede d e f i n i r como la de sv i ac i ón e n t r e l a 
s a l i d a r e a l y e l v a l o r deseado. El e r r o r e s t r a n s i t o r i o s i se e l im ina 
con e l tiempo o e s t a c i o n a r i o s i no desaparece con e l tiempo. El e r r o r 
entonces nos d e f i n e también o t r a c a r a c t e r í s t i c a de l s istema que es l a 
e x a c t i t u d . A mayor e r r o r menor exac t i tud y v i c e v e r s a -
Como se ve rá más a d e l a n t e , teór icamente e l e r r o r de un s istema de 
con t ro l depende de su func ión de t r a n s f e r e n c i a y de l t i p o de seña l de 
ent rada que se l e a p i i q u e . Esto q u i e r e d e c i r que un mismo s istema 
puede no tener e r r o r con una ent rada e s c a l ó n , pero s i p resenta r e r r o r 
con una entrada rampa. 
7—2.— El E r ro r E s t a c i o n a r i o . 
Como ya se comentó en l a secc ión a n t e r i o r , e l e r r o r puede s e r t r a n -
s i t o r i o o e s t a c i o n a r i o . El e r r o r t r a n s i t o r i o puede s e r a veces un p r o -
blema para e l buen func ionamiento de l s i s tema , pero l a v e n t a j a es que 
con e l tiempo e l e r r o r va disminuyendo hasta d e s a p a r e c e r . Por e l con— 
t r a r i o e l e r r o r e s t a c i o n a r i o p e r s i s t e durante todo e l tiempo de o p e r a -
c ión de l s i s tema lo cua l puede provocar problemas con l a e xac t i t ud y — 
la e s t a b i l i o a d . P o r l o a n t e r i o r es muy importante poder c a l c u l a r e l 
e r r o r e s t a c i o n a r i o de un s i s tema de c o n t r o l . 
A cont inuac ión s e e s t u d i a e l c á l c u l o de l e r r o r e s t a c i o n a r i o para 
un s i s tema de con t r o l de l a zo c e r r a d o . En la f i g u r a 7 -1 se represen ta 
e l diagrama de b loques de un s i s tema de cont ro l c u a l q u i e r a de l azo 
c e r r a d o . 
F i g . 7—1 Sistema de Control de Lazo Cerrado . 
La func ión de t r a n s f e r e n c i a de l a z o c e r r a d o de l s i s tema de con t ro 1 
de la f i g . 7—1 es 
c < 5 ) = S i aJ ( 7 - i ) 
R ( s ) 1 + G ( s >H(s) 
Por o t r o lado l a seña l de e r r o r E ( s ) a la s a l i d a del sumador es 
E ( s ) = R ( s ) - C ( s ) H ( s ) 
ecuac ión que también s e puede e s c r i b i r en l a s i g u i e n t e forma equiva— 
E ( s ) - R ( 5 ) - * ( « > C ; S > H ( B > . R ( s ) [ 1 _ C ( 5 ) H ( 5 ) n l S I 5 J 
de donde 
. ± _ = i - H ( s ) ( 7 - 2 ) E ( s ) 
R ( s ) * R ( s ) * R ( s ) 
s u b s t i t u y e n d o e l v a l o r de C ( s ) / R ( s ) de l a ecuación 7—1 en l a ecuación 
7—2, tenemos: 
- = ! G ( s ) 
R ( s ) 1 + G ( s ) H ( s ) 1 ' 
E ( s ) = 1 G ( s ) H ( s ) ~ G ( s )H( s ) 
R ( s ) 1 + G ( s ) H ( s ) 
E ( s ) 1 
R ( s ) 1 +- G ( s ) H ( s ) 
de donde f i n a l m e n t e se puede d e s p e j a r e l e r r o r de l s i s tema E í s í 
E ( S ) - 1 B ( S ) H ( . ) R < S ) < 7 " 3 ) 
De l a ecuac ión 7—3 s e puede c a l c u l a r e l e r r o r e s t a c i o n a r i o ess en 
f unc i ón de l tiempo cuando e l tiempo t i e n d e a i n f i n i t o . 
e<o — / E ( s ; y ess = lim e<t) 
^ t — c c 
Sin embargo e s t e p roced imiento para ca l cu l a res® es d i f i c i l que 
nos permita c a l c u l a r un v a l o r d e f i n i d o ya que normalmente a l 
s u b s t i t u i r e l tiempo t = ex , e l e r r o r ess también s e hace i n f i n i t o o 
una i nde t e rminac i ón . Pa ra romper l a indete rminac ión y obtener un v a l o r 
d e f i n i d o para e l e r r o r es®, se puede a p l i c a r e l teorema de l v a l o r 
f i n a l que e s t a b l e c e l o s i g u i e n t e : 
ess = lim e<t> = l im s E ( s ) = lim —: \ 5 \ - — - ( 7 - 4 ) 
t — a s 1 + G < S ' H < S > 
En la ecuación a n t e r i o r s e comprueba que e l e r r o r e s t a c i o n a r i o 
depende del t i p o de s eña l de ent rada R ( s ) y de l a función de t r a n s f e — 
renc i a de l azo a b i e r t o S ( s ) H ( s ) . 
7 - 3 . - C l a s i f i c a c i ó n de los S i s temas de Cont ro l . 
Desde e l punto de v i s t a d e l e r r o r , l os s i s temas de con t ro l se 
pueden c l a s i f i c a r de acuerdo con e l número de po los que tenga en e l 
o r i g en l a función de t r a n s f e r e n c i a de l azo a b i e r t o G ( s ) H ( s ) . 
La función de t r a n s f e r e n c i a G ( s ) H ( s ) de l a zo a b i e r t o de un s istema 
de cont ro l c u a l q u i e r a genera lmente t i ene l a s i g u i e n t e forma: 
K ( T a s + 1 ) ( T b s + ! ) . . . . ( T m S + 1 ) S ( s ) H ( s ) = — K ( T i s _ 1 ) ( J z s + 1 ) m m m m { j 9 S + í } 
En l a función a n t e r i o r B ( s ) H ( s ) , e l término s N deldenominador es 
e l que d e f i n e l a cant idad de p o l o s en e l o r i g e n . S i e l exponente N es 
i g u a l a ce ro , e l s i s tema se c l a s i f i c a como s istema t i p o c e r o , s i e l — 
exponente N es i g u a l a uno, e l s i s tema se denomina t i p o uno y a s i s u — 
c es i vamen te -
Es muy importante que quede c l a r o que l a c l a s i f i c a c i ó n de l t i p o de 
s i s tema es muy d i f e r e n t e a l orden del mismo. Más ade l an te s e demostra -
rá que a l aumentar e l número de t i p o , se aumentará l a exac t i tud del 
s i s t ema , s i n embargo aumentar e l número del t i p o también aumenta l o s 
problemas de l a e s t a b i l i d a d . En s is temas de con t ro l que se u t i l i z a n en 
l a p r á c t i c a c a s i no s e u t i l i z a n s is temas de con t ro l de t i p o 3 o más 
e l evado , porque e l t e n e r t a n t o s po los en e l o r i gen ocas iona muchos 
problemas con l a e s t a b i l i d a d . 
7-4.— C o e f i c i e n t e s de E r r o r E s t á t i c o . 
Los c o e f i c i e n t e s de e r r o r e s t á t i c o se pueden d e f i n i r como c i f r a s 
de mér i to en un s i s t ema de c o n t r o l . Cuanto mayor sea e l c o e f i c i e n t e as 
e r r o r e s t á t i c o , menor s e r á e l e r r o r e s t a c i o n a r i o . 
Ex is ten t r e s c l a s e s de c o e f i c i e n t e s e s t á t i c o s de e r r o r : 
1 . - C o e f i c i e n t e e s t á t i c o de e r r o r de pos ic ión Kp 
2 . - C o e f i c i e n t e e s t á t i c o de e r r o r de ve l oc idad Kv y 
3 . - C o e f i c i e n t e e s t á t i c o de e r r o r de a c e l e r a c i ó n Ka 
La s a l i d a de un s i s tema de con t ro l puede se r una temperatura , una 
p r e s i ó n , una v e l o c i d ad o c u a l q u i e r o t ro parametro. En e l a n á l i s i s de 
l o s c o e f i c i e n t e s de e r r o r e s t á t i c o , l a forma f í s i c a de l a s a l i d a es 
i r r e l e v a n t e . Cuando s e hab la de e r r o r de pos ic ión no se e s t á hablando 
de una pos ic ión mecánica, s i n o de l a magnitud de una s a l i d a . Cuando se 
t r a t a de e r r o r de v e l o c i d a d , nos r e f e r imos a l a v a r i a c i ó n de l a magni-
tud de l a s a l i d a ( ( v e l o c i d a d ) ) , e t c . 
7—4—1.— C o e f i c i e n t e e s t á t i c o de e r r o r de pos ic ión Kp. 
Basándonos en l a ecuac ión 7—4 se c a l c u l a r á e l e r r o r e s t a c i o n a r i o 
para un sistema con en t r ada e sca lón u n i t a r i o . 
s R ( s ) 
e s s = l i m 1 + 6 ( s ) H ( s / í 7 ~ 5 ) 
Si l a ent rada de l s i s t ema es un esca lón u n i t a r i o , l a t ransformada 
de L ap l a ce e s i / s , por l o t an to R ( s ) = 1/s . Subs t i tuyendo R ( s ) en la 
ecuac ión 7—5, e l e r r o r e s t a c i o n a r i o ese s e r á : 
ess = 1 im 
ess = 1 im 
s __1_ 
1 + G ( s ) H ( s ) s 
O 
1 + S ( s ) H ( s ) 
s — O 
S s s " 1 + BÍO)H(O) ( 7 _ 6 > 
El c o e f i c i e n t e de e r r o r e s t á t i c o de po s i c i ón Kp s e d e f i n e por l a 
s i gu iente ecuac ión : 
Kp = l im G í s ) H ( s ) = G ( 0 ) H ( 0 ) 
s - * - O 
Subs t i tuyendo Kp en l a ecuac ión 7 - 6 , e l e r r o r e s t a c i o n a r i o e s t a r á ex-
p resado en l a s i g u i e n t e forma: 
e s s " 1 + K, 
Pa ra un s i s tema t i p o O 
K.(Tas + 1 > (Tbs + 1 ) . . • r-.p = l im , _ • . • , ~ ~ • 4 . • — rv 
( T i s + 1 ) ( T 2 S + 1 ) . . . 
s - » - O 
por l o t an to e l e r r o r e s t a c i o n a r i o s e r á : 
e s s = i i K 
Pa ra un s i s tema t i p o 1 o mayor 
K (Tas + 1 ) ( T b s + 1 ) . . . Kp = i im 1 1 . . , ™ . . — ct H s ( T í s + 1 ) ( T z s + i > . . . 
s — • O 
y e l e r r o r e s t a c i o n a r i o e s : 
ess = , 1 • = 0 
1 + o. 
Del a n á l i s i s a n t e r i o r se puede ve r que para un s i s tema t i p o O, hay 
un e r r o r e s t a c i o n a r i o cuyo v a l o r s e puede r e d u c i r a l aumentar l a ganan 
c í a . Para s i s t emas t i p o 1 o mayor, e l e r r o r e s t a c i o n a r i o no e x i s t e — 
cuando l a ent rada e s un e s ca l ón u n i t a r i o . E s n e c e s a r i o hacer nota r que 
en a l gunas s i s t emas t i p o 0, e l aumentar l a gananc ia K reduce e l e r r o r 
ess, pero s i l a gananc ia se incrementa demasiado se pueden tener p r o -
blemas con l a e s t a b i l i d a d . 
7 -4—2 . - C o e f i c i e n t e e s t á t i c o de e r r o r de v e l o c i d a d Kv. 
£1 c o e f i c i e n t e e s t á t i c o de v e l o c i d a d Kv, s e obtendrá también b a -
sándonos en l a misma ecuac ión 7—4 para e l e r r o r ese. Pero ahora la 
e n t r a d a no s e r á un e sca l ón u n i t a r i o , s i no una seña l cuya magnitud se 
incrementa con e l tiempo ( ( v e l o c i d a d ) ) , e s t a s eña l es una rampa u n i t a -
r i a , o sea una en t r ada con v e l o c i d a d u n i t a r i a . S i l a en t r ada e s una 
rampa u n i t a r i a , l a en t r ada r<t> = t y l a t rans fo rmada de L a p l a c e s e r á 
R ( s ) = 1/s 2 - Subs t i tuyendo e l v a l o r de R ( s ) en l a ecuación 7 -4 
e s s = l i m 1 + G ( s ) H ( s ) 
O 
ess — l im sS ( 
O 
)H ( s ) 
El c o e f i c i e n t e e s t á t i c o de e r r o r de v e l o c i d a d se d e f i n e como 
Kv = l im s G i s ) H ( s ) 
5 O 
por l o t an to e l e r r o r e s t a c i o n a r i o en func ión de l c o e f i c i e n t e 
de e r r o r de v e l o c i d a d ess 
e s t á t i c o 
ess = 1 Kv 
El término e r r o r de v e l o c i d a d s e usa aquí para e xp r e s a r e l e r r o r 
e s t a c i o n a r i o de un s i s t ema a n t e una ent rada rampa. Esto q u i e r e d e c i r 
que l a en t r ada de l s i s tema puede s e r de c u a l q u i e r n a t u r a l e z a ( v o l t a j e 
c o r r i e n t e , p r e s i ón e t c ) s i empre y cuando d i cha en t rada tenga l a forma 
de una rampa u n i t a r i a . 
*ara un s i s t ema t i p o O 
Kv = l im sK(TaS + 1 ) ( T b s + 1) (T i ! 
O 
+ 1 ) ( T z s + 1) = O 
ess - 1 Kv 
= a 
P a r a un s i s t ema t i p o 1 . . ,_ « w-r-
„ , s M T & s + 1) (Tbs + 1 ) . . . _ „. 
K v " 1 X m s ( T i s + D í T a s + 1 ) . . . " K 
O 
1 1 ess - - —— Kv K 
Para un s i s t ema t i p o 2 o mayor 
sK (Tqs + 1 ) ( T b s + 1 ) . . . 
Kv = l i m z . . . „ — = a s ( T i s + 1 ) ( T 2 S + i ) . . . 
s — O 
e s a = 4 - = - i - = o 
K v o 
Se pueden ob tener a l g u n a s c o n c l u s i o n e s impor t an te s de l a n á l i s i s 
a n t e r i o r . El s i s tema t i p o O no puede s e g u i r una en t r ada rampa en e s t a -
do e s t a c i o n a r i o ya que e l e r r o r e s i n f i n i t o - El s i s tema t i p o 1 s i e s 
capas de poder s e g u i r l a e n t r a d a rampa con un e r r o r e s t a c i o n a r i o i g u a l 
a l i n v e r s o de l a g a n a n c i a K. En l a f i g - 7—2 s e puede v e r l a g r á f i c a de 
l a r e s p u e s t a y l a e n t r a d a rampa para un s i s t e m a t i p o 1. Pa ra e l s i s t e -
ma t i p o 2 o mayor l a e n t r a d a rampa u n i t a r i a produce un e r r o r e s t a c i o — 
n a r i o i g u a l a c e r o . 
F i g . 7—2. Respues ta de un s i s t ema t i p o 1 a una en t rada rampa. 
7 - 4 - 3 . — C o e f i c i e n t e e s t á t i c o de e r r o r de A c e l e r a c i ó n Ka,. 
Ahora l a e n t r a d a de l s i s t ema s e r á una a c e l e r a c i ó n u n i t a r i a que ma— 2 
temat icamente se puede r e p r e s e n t a r como ra> = t /2 y cuya t r a n s f o r 
mada de L a p l a c e e s R ( s ) = 1/s . 
Sub s t i t uyendo e l v a l o r de l a e n t r a d a R ( s ) en l a ecuac ión 7 -4 s e 
c a l c u l a e l e r r o r e s t a c i o n a r i o ess. 
. • s 1 
ess = l i m • — •——;, — a = l + G ( s ) H ( s ) s . . z „ ( . . . 
r. 0 l im s S c s ) H ( s ) 
s — 0 
El c o e f i c i e n t e e s t á t i c o de e r r o r de a c e l e r a c i ó n Ka se d e f i n e por 
l a ecuac ión 
Ka = l im s 2 G ( s ) H ( s ) 
s — - O 
Subst i tuyendo e l v a l o r de Ka, e l e r r o r e s t a c i o n a r i o con una 
entrada a ce l e r ac i ón u n i t a r i a es 
1 ess - —r— Ka 
Para un sistema t i p o O 
, . s 2 K ( T g s + 1 ) ( T b s + 1 ) . . . _ Ka = 1 im 7= ;—' . , . " — U ( T i s + 1 ) (T2S + 1 ) . . . 
s—-- O 
1 1 ess = —rr— = -77- = a Ka O 
Para un s istema t i p o 1 
2 
= K(Tas + 1 ) (Tbs + 1 ) . . . __ 
Ka = l im •• — . —. . — u S ( T l S + 1 ) (T2S + 1 ) . . -
1 1 
e s s = — = " O " = a 
Para un s istema t i p o 2 
2 _ . . ^ K (TaS •*- 1 ) (Tbs + i ) . . . _ 
Ka — 1 lffl -—2 . « v y -r- - -L — K S ( T i s + 1 ) (T2S + i ) . . . 
1 1 
B S S " ~ = T 
Para un s istema t i p o 3 o s u p e r i o r 
s 2 K ( T a s _ + l ) (Tbs + 1 ) . . . Ka — 1 im — 2 , _ —„ , _ 4 . — a s ( T i s + 1 ) ( T z s + i ) . . . 
s — O 
Después del a n á l i s i s a n t e r i o r los r e su l t ados son l o s s i g u i e n t e s : 
Los s i s temas de t i p o O y t i po 1 son incapaces de s egu i r una entrada 
p a r a b ó l i c a o de a c e l e r a c i ó n u n i t a r i a ya que e l e r r o r e s t a c i o n a r i o es 
i n f i n i t o . El s is tema t i p o 2 presenta un e r r o r e s t a c i o n a r i o inverso a 
l a ganancia K. Los s i s temas t i po 3 o mayores no t ienen e r r o r 
e s t a c i o n a r i o a la ent rada a c e l e r a c i ó n . 
En la f i g . 7—3 se r ep resenta la respuesta de un sistema t i po 2 a 
una entrada p a r a b ó l i c a ( a c e l e r a c i ó n u n i t a r i a ) . 
h i g . 7 - 3 . Respuesta de un s i s tema t i po 2 a una entrada pa rabó l i ca 
Los r e s u l t a d o s ya o b t e n i d a s de l e r r o r e s t a c i o n a r i o para d i f e r e n t e s 
t i p o s de s i s temas y para d i f e r e n t e s s eña l e s de ent rada se pueden repre 
s e n t a r en una t a b l a como s e i n d i c a en l a f i g . 7 - 4 . 
F i a - 7 - 4 . Tab la de e r r o r e s e s t a c i o n a r i o s en func ión de l a ganancia K 
Entrada Esca lón Entrada Rampa Entrada Ace l . 
( t ) = 1 
Sistema Tipo O 1 + K 
Sistema Tipo 1 O 
Sistema Tipo 2 O 
Sistema Tipo 3 O 
r ( t > = t r ( t ) = • 
Ct o 
1 
K 
a. 
1 
0 k 
0 0 
PROBLEMAS P R O P U E S T O S 
1 . - C a l c u l a r e l e r r o r e s t a c i o n a r i o d e l s istema de cont ro l que se 
representa en e l diagrama de bloques de la f i g . cuando la señal de 
entrada es r<t> — 5t . 
* C ( s ) 
2 . - C a l c u l a r e l e r r o r e s t a c i o n a r i o de un s istema de contro l de lazo 
ce r rado en e l cual 
G ( s ) = 8 H ( s ) = lOs + 7s + 1 ' 
s i l a entrada de l s i s tema es un esca lón r<t> = 3 
í s + 5) 
3 . - Un s istema de con t ro l t i e n e una func ión ae t r a n s f e r e n c i a de lazo 
ce r rado 
C í s ) 4 
R( s ) 2s + 6s + 10 
c a l c u l a r e l e r r o r e s t a c i o n a r i o cuando a l s istema se l e a p l i c a una 
entrada impulso u n i t a r i o . 
4.— Se t ienen dos s i s temas de cont ro l con re t roa l imentac ión u n i t a r i a y 
cuyas func iones de t r a n s f e r e n c i a son: 
G i ( s ) = 10 
i ( s + 1) Gz (s ) = 
10 
s ( 2 s + 1) 
S i l a señal de entrada que se a p l i c a a l o s dos s is temas es r<t> =5 +2t 
determinar cual de l o s dos s is temas t i e n e e l e r r o r e s t a c i o n a r i o mayor, 
CAPITULO V I I I 
MÉTODO DEL LUGAR DE LAS RAICES 
8-1-— Introducción. 
Como ya se e s tud ió en e l c a p i t u l o V I , l a s p r i n c i p a l e s c a r a c t e r i s — 
t i c a s de la respuesta t r a n s i t o r i a de un sistema de cont ro l dependen de 
la pos ic ión de los po los de lazo ce r r ado . Por l o tanto es de v i t a l 
importancia conocer l a ub icac ión de los polos de l azo ce r r ado . 
Los polos de l azo cer rado son l a s r a i c e s de l a ecuación c a r a c t e r i s 
t i c a . Para h a l l a r l o s hay que t a c t o r i z a r l a ecuación c a r a c t e r í s t i c a . 
Cuando la ecuación c a r a c t e r í s t i c a es de primero o segundo orden. l a 
f a c t o r i z a c i ó n es re l a t ivamente s e n c i l l a , pero e l problema se complica 
s i l a ecuación c a r a c t e r í s t i c a es de t e r ce r orden o mayor. Aunque e x i s -
ten a lgunas técn icas de f a c t o r i z a c i ó n para e s to s casos , e l problema no 
es sene i 1lo porque l a mayorí a de l a s veces la ecuación c a r a c t e r í s t i c a 
e s t á en función de l a ganancia K del s i s tema. S i l a ganancia v a r i a , l a 
ecuación c a r a c t e r í s t i c a también v a r i a y entonces l o s c á l c u l o s se 
tendr ían que r e p e t i r . 
W.R.Evans d e s a r r o l l ó en 1950 un procedimiento s e n c i l l o para 
h a l l a r l a s r a i c e s de la ecuación c a r á c t e r ! s t i c a y lo u t i l i z ó e x t e n s a — 
mente en la i n g e n i e r í a de l c o n t r o l . Este procedimiento se denomina 
"Método del Lugar de l a s Ra ices " y cons i s t e en t r a z a r en una g r á f i c a 
todas l a s r a i c e s de la ecuación c a r a c t e r í s t i c a de un s istema de 
c o n t r o l , var iando la ganancia del mismo desde cero hasta i n f i n i t o . 
S - 2 . - El concepto del Lugar de i a s Raices , 
La base en la que se fundamenta toda la t e o r í a del método del 
Lugar de l a s Raices es s imple y es muy importante que se entienda 
per fectamente antes de que e l método sea a p l i c a d o para a n a l i z a r 
s is temas de con t ro l » 
Un sistema de cont ro l de lazo cer rado se puede r ep resenta r en 
forma genera l por un diagrama de b loques como se ind ica en la f i g . 
8 - 1 . 
F i g . S—1. Sistema de Control de Lazo Cerrado. 
La función de t r a n s f e r e n c i a de lazo cerrado e s : 
C ( s ) = G ( s ) 
R ( s ) 1 + G ' s ) H ( s ) ( 8 -1 ) 
La ecuación c a r a c t e r í s t i c a de e s t e s istema de l azo cer rado es e l deno-
minador de la f r a c c i ó n de l a derecha de la ecuación 8—1. i gua l ado a 
c e ro - Por lo tanto la ecuación c a r a c t e r í s t i c a e s : 
1 + G ( s ) H ( s ) = O 
o bien 
G ( s ) H ( s ) = - 1 ( 8 - 2 ) 
La c l ave del método de l Lugar de l a s Raices e s tá contenida en la 
ecuación 8 - 2 , porque c u a l q u i e r v a l o r de " s " que s a t i s f a g a es ta 
r e l a c i ó n es una r a í z de l a ecuación c a r a c t e r í s t i c a . 
La ecuación 8—2 es una func ión compleja y como ta l se puede 
d i v i d i r en dos ecuac iónes , una ecuación de ángulos y o t r a ecuación con 
l o s v a l o r e s a b so l u to s o magnitudes de ambos miembros. 
La i gua l ac ión de l o s ángu los nos dá como r e su l t ado la s i g u i e n t e 
ecuación denominada Condición Angu la r . 
G ( s ) H ( s ) = / - 1 = ± 180°(2k + 1) (k = 0 , 1 , 2 , . . . ) ( 8 - 3 ) 
Mientras que l a i g u a l a c i ó n de l a s magnitudes genera la o t r a ecua -
ción denominada Condición de Amplitud c va l o r ab so lu to . 
G ( s ) H ( s ) = - 1 = 1 (8-41 
Los v a l o r e s de " s " que cumplen l a s condic iones de ángulo y 
ampl i tud , son l a s r a i c e s de l a ecuación c a r a c t e r í s t i c a o los po los de 
lazo cer rado del s istema de c o n t r o l . 
Como ya se mencionó con todos l o s puntos que cumplen con l a s 
cond ic iones de ángulo y amplitud s e puede c o n s t r u i r una g r á f i c a en e l 
p lano complejo denominada Lugar Geométrico de l a s Ra ices . El p r o c e d i -
miento para obtener l a g r á f i c a c o n s i s t e , primero en buscar ap l i cando 
la condic ión angu la r l a s p o s i b l e s r a i c e s de la ecuación c a r a c t e r í s t i c a 
y poster iormente e s t a b l e c e r una e s c a l a para l o s d i f e r e n t e s puntos a 
p a r t i r de la a p l i c a c i ó n de l a condic ión de ampl itud. Una vez completa 
la g r á f i c a del lugar geométr ico de l a s r a i c e s , l a g r á f i c a proporciona 
l a s r a i c e s de l a ecuación c a r a c t e r í s t i c a para cua l qu i e r v a l o r de la 
ganancia K del s i s tema . Ademas se puede determinar la respuesta del 
s i s tema. 
8—3.— G r á f i c a s para f unc iones de t r a n s f e r e n c i a s imples . 
El concepto que s i r v e de base a l método del lugar geométrico de 
l a s r a i c e s se i l u s t r a r á mejor obtemenoo l a s g r á f i c a s para t r e s 
s i s temas cuyas func iones de t r a n s f e r e n c i a de lazo a b i e r t o son s imples . 
8-3 -1 .— Función de T r a n s f e r e n c i a con un Polo único . 
A continuación se const ru i rá , una g r á f i c a del lugar geométr ico de 
l a s r a i c e s para l a función de t r a n s f e r e n c i a de lazo a b i e r t o 
G í s ) H ( s ) = >-s * • ( 8 - 5 ) 
Como se puede ver en l a ecuac ión 8—5 se t i ene una función compleja 
con un s ó l o polo ubicado en e 1 p lano complejo en s = —2. Empezaremos 
la g r á f i c a trazando e l po lo ún ico en e l plano complejo indicando su 
ub icac ión con una c ruz , como s e representa en la f i g . 8—2. 
j u 
P o l o 
? 
Fia 
• X 1 
- 6 - 4 - 2 O 
8—2. P l ano Complejo con un Po lo en 
cr 
Después de t r a z a r e l po l o en s = 2 « e l s i g u i e n t e p a s o esbuscar 
puntos en e l plano " s " que s a t i s f a g a n l a condición angu lar de la ecua -
c ión 8 - 3 . P a r a e l l o se empezarán a cons idera r v a r i o s puntos de prueba 
s i , S2, S3 e t c , cuyos ángu los con respecto a l po l o en s = - 2 formen un 
ángulo de 180 .En l a f i g . 8—3 se pueden ver l o s puntos de prueba v 
l o s ángulos que é s t o s forman con respecto a l po lo . 
El punto de prueba s i forma con e l polo un ángulo de cero g rados , 
e l punto sz forma un ángulo Q, e l punto sa forma un ángulo e l punto 
S4 forma un ángulo <p Y f i n a lmen te e l punto ss forma con respecto a l 
po lo un ángulo de 180°.La conc lus ión importante de l a n á l i s i s a n t e r i o r 
es que los ún icas puntos del p lano complejo que cumplen con l a c ond i— 
ción angu la r son l o s puntos que están a l a i z qu i e rda del po lo s = - 2 , 
como se r epresenta con l i n e a más gruesa en la f i g . 8—3. 
Jo> 
5 3 
S 4 
S S 
A 
CLKh 
5 2 
SI 
Cr 
- 6 - 4 - 2 0 
F i g . 8 - 3 . Puntos de Prueba sobre e l P lano Complejo. 
£1 s i g u i e n t e paso es e s t a b l e c e r una e s c a l a para e l lugar geométr i -
co de l a s r a i c e s , e s to c o n s i s t e en determinar v a l o r e s de la ganancia K. 
para v a r i o s puntos a lo l a r g o del lugar geométr ico . Esto se l l e v a a 
cabo cumpliendo con la condic ión de la magnitud de la ecuación 8—4 : 
s + 2 = 1 o bien K = s + 2 
en l a ecuac ión a n t e r i o r dándole v a l o r e s a " s " obtenemos l o s v a l o r e s de 
l a gananc ia K. 
s i s = - 2 K = - 2 + 2 = 0 
s i s = - 4 K = - 4 + 2 = 2 
s i s = - 6 K = - 6 + 2 = 4 
s i s = — ct K ~ —c* + 2 = a 
La g r á f i c a completa de l l u ga r geométrico de l a s r a i c e s se represen 
ta en l a f i g . 8 - 4 . 
JOJ 
K=4 
- ó 
K = 2 
- 4 
K = 0 
— * — 
- 2 O 
F i g . 8 - 4 . B r a f i c a para B í s ) H ( s ) = K/(s ) 
Con e l f i n de comprobar l a va l i dez de l o s r e su l t ados obtenidos en 
l a g r á f i c a de l a f i g u r a 8-4 se c a l c u l a r á la ganancia del s istema de 
con t r o l de l a zo ce r r ado cuando s = —6. La ecuación c a r a c t e r í s t i c a del 
s i s tema de con t ro l de l azo ce r rado que estamos ana l izando es 
1 + 
B ( s )H<s ) 
K 
s + 2 
• 2 + K 
s + 2 
= O 
= 0 
= O o bien 
+ 2 + K' = O ( 8 - 6 ) 
Subst i tuyendo s = - 6 en l a ecuación c a r a c t e r í s t i c a 8 -6 se obt iene 
para l a ganancia un v a l o r k = 4 .Lo a n t e r i o r demuestra que e l v a l o r 
c a l c u l a d o en la g r á f i c a y e l de la ecuación c a r a c t e r í s t i c a co inc iden , 
comprobando la v a l i d e z de l o s r e su l t ados de l a g r á f i c a . 
8-3—2.— Función de T r ans f e r enc i a con Dos Po l o s . 
Se t r a za r á la g r á f i c a de l lugar geométrico de l a s r a i c e s para la 
s i g u i e n t e función de t r a n s f e r e n c i a de lazo a b i e r t o : 
G ( S , H < * > - ( . • 1 ) ( . • 3 ) ( 8 - ? ) 
Para i n i c i a r l a g r á f i c a s e trazan l o s po los en - 1 y —3 como se 
muestra en la f i g . 8 - 5 . Basándonos en la condición angu la r se puede 
determinar rápidamente que e l lugar geométrico puede e s t a r sob re e l 
e j e r ea l solamente en t r e l o s po los —1 y - 3 . Para puntos de prueba a la 
derecha de —i, l a suma de l o s dos ángulos es de cero g rados . Para l o s 
puntos de prueba a l a i z q u i e r d a de - 3 , l a suma de ángulos es de 360 . 
Sin embargo para l o s puntos comprendidos ent re —i y —3, l o s ángulos 
son de 180 con respecto a - 1 y de 0°con respecto a -3¡, haciendo que 
e l ángulo t o t a l (suma de l o s dos ángulos ) sea i gua l a 180 . 
En la f i g . 8—5 se r ep resenta con l i nea gruesa e l lugar geométrico 
a l o l a r go del e j e r e a l . 
Ju 
+J1 
Ct 
- 3 - 2 - 1 O 
- J1 
F i g . 8—5. Ubicac ión de Po lo s y Lugar Geométrico en e l E j e Real 
Ahora la pregunta e s s i e x i s t i r á e l lugar geométr ico f u e r a de l e j e 
r e a l . Se debe sospechar que s í porque la ecuación8-7 da o r igen a una 
ecuación c a r a c t e r í s t i c a de segundo orden, l a cual es p o s i b l e que tenga 
r a i c e s comple jas . En l a f i g . 8—6 se toma como punto de prueba si=—2+J1 
Trazando l í n e a s de l punto de prueba si a cada uno de l o s po l o s , los án-
gu l o s formados son de 135° con respecto a —1 y de 45° con respecto a 
—3. Por l o que e l ángu lo t o t a l es de 180 y cumple con la condición 
angu l a r . 
Jco 
si=—2+J1 
- 1 -xT - r • • •- ' x ' " — — r— —•— * • a 
- 3 - 2 - 1 O 
F i g . 8 - 6 . Se l ecc i ón de l punto de prueba si = - 2 + J1 
De hecho todos los puntos de l plano complejo para l o s cua l e s la 
p a r t e r ea l es i gua l a —2 cumplen con la condición a n g u l a r . Por lo 
t anto l a g r á f i c a del lugar geométrico de l a s r a i c e s es como se ind ica 
en la f i g . 8 - 7 . 
JIÚ 
K=2 
=0 
-2+J1 H 
J5=l K=0 
J1 
3 
K-2 
- 2 - 1 O 
-2-Jl - J 1 
F i g . 8 - 7 . G r á f i c a para G ( s ) H ( s ) = K/(s + 1 ) ( S + 3 ) 
Para e s t a b l e c e r l a e s c a l a de la g r á f i c a se a p l i c a la condición de 
magnitud igua lando e l v a l o r abso lu to de la función a uno como se 
i n d i c a . 
( . • 1 H S + 5 ) = 1 ° b l S n K - < - + U C + 3 ) 
s i s = - 1 K = ( - 1 + 1 ) ( - 1 + 3) S 0 
s i s - - 3 K = ( - 3 + 1) ( - 3 + 3 ) = 0 
s i s = - 2 K « ( - 2 + 1 ) ( - 2 + 3 ) = 1 
= ( -/Z) ( V2") 5= s i s = - 2 + J1 K = ( - 2 + j l + 1)(—2 + j l + 3 ) 
SI s - » • - 2 ± Ja K = ( - 2 + Ja + i ) ( - 2 +Ja + 3) y K — a 
Los v a l o r e s a n t e r i o r e s de la ganancia K en d i f e r e n t e s puntos de s 
s e inc luyen en l a g r á f i c a de l a f i g . 8 - 7 . 
Al i gua l que en e l e jemplo 8—3—1, en es te caso se pueden comprobar 
l o s v a l o r e s de la ganancia K obteniendo l a ecuación c a r a c t e r í s t i c a de l 
s i s tema . 
1 + G ( s ) H ( s ) = O 
1 + ( s + 1 ) ( s + 3) 0 
( s + 1 ) < s + 3 ) + K 
( s + l ) ( s + 3) = 0 
por l o que la ecuación c a r a c t e r í s t i c a es ( s + l ) ( s + 3) •*• K = O 
o bien d e s a r r o l l a n d o e l producto tenemos: 
con K = 1 
con K = 2 
por lo que se comprueba 
c o r r e c t a s -
s2 + 4s + (3 + K) » 0 
s 2 + 4s + 4 = O y 
s + 4s + 5 = 0 y 
que la g r á f i c a nos 
S i = S 2 = - 2 
s = - 2 + J1 
proporc iona l a s r a i c e s 
8 -3 -3 .— Función de T rans f e r enc i a con un Po lo y un Cero. 
En seguida se trazará, l a g r á f i c a del l uga r geométr ico de l a s 
r a i c e s para un sistema de contro l que t i ene l a s i g u i e n t e función de 
t r a n s f e r e n c i a de c i c l o a b i e r t o 
G ( s ) H ( s ) = K ^ 5 + + 1 5 ) ( 8 - 8 ) 
Se i n i c i a de nuevo la g r á f i c a t razando e l polo en s = —1 y e l cero 
en s — —5. El polo se ind ica por una cruz y e l ce ro por un pequeño 
c i r c u l o como se representa en l a f i g . 8—8. 
Al a p l i c a r l a condición angular a l a ecuación 8—8 se encuentra que 
ahora a l ángulo del cero se l e debe r e s t a r e l ángulo del po l o . B a s á n -
donos en l o a n t e r i o r se l l e g a a l a conc lus ión de que s ó l o e x i s t e e l 
lugar geométrico sobre e l e j e r ea l en t r e - 1 y —5.El e s tud iante deberá 
comprobar l o a n t e r i o r e s t ab l ec i endo puntos de prueba en o t r a s 
pos i c iones del plano comple jo . 
Ju 
K=CT K=1 K—O 
+J1 
- 5 —3 - 1 
- J 1 
a 
F i g . 8 - 8 . G r á f i c a para G ( s ) H ( s ) = K (s + 5 ) / ( s + 1) 
La r e l a c i ón que se u t i l i z a para e s t a b l e c e r l a e s c a l a de l a g r á f i c a 
K(s + 5) . « . s + 1 
s + 1 
en s= - i K « 
= i o bien 
- 1 + 1 
K = s + 5 
en s= —o 
en s= —5 
K a 
K = 
- 1 + 5 
- 3 + 1 
- 3 + 5 
- 5 + 1 
- 5 + 5 
- o 
= 1 
— a 
Como una conc lus ión importante después de haber ana l i zado l o s t r e s 
s is temas de contro l se puede a f i rmar que ninguno de l o s s is temas con— 
s i de r ados puede ser i n e s t a b l e , ya que en ningún caso la g r á f i c a del — 
lugar geométr ico de l a s r a i c e s abandona e l semiplano i zqu ie rdo del 
plano comple jo . Por l o tanto no hay r a i c e s de la ecuación 
c a r a c t e r í s t i c a con p a r t e s r e a l e s p o s i t i v a s . 
Las g r á f i c a s de l o s l uga res geométricos de l a s r a i c e s pueden 
t r a z a r s e s i gu iendo e l procedimiento ya i l u s t r a d o . Sin embargo para 
f a c i l i t a r y hacer más r áp ido e l t r a zo de l a g r á f i c a se pueden s egu i r 
c i e r t a s r e g l a s que s i m p l i f i c a n notablemente e l t r a b a j o . En la 
s i g u i e n t e sección s e e s tud ia rán e s t a s r e g l a s y poster iormente se a p l i -
carán para g r a f i c a r a l gunos l uga res geométricos de l a s r a i c e s de s i s — 
temas de cont ro l con func iones de t r a n s f e r e n c i a más complicadas que 
l a s e s tud i adas hasta ahora . 
8-4.— Reg1as para B r a f i c a r rápidamente. 
Los a n á l i s i s r e a l i z a d o s sobre e l l uga r de l a s r a i c e s pueden hacer 
pensar a l e s tud i an t e que la construcc ión de l a g r á f i c a se hace basándo-
se en e l método de prueba y e r r o r , hasta encontrar l a s p o s i b l e s r a i c e s 
de l a ecuación c a r a c t e r í s t i c a . Aunque en genera l se r equ i e re a p l i c a r 
e l método de prueba y e r r o r , e l número de pruebas nece sa r i a s se puede 
r e d u c i r grandemente s i gu i endo l a s r e g l a s que a continuación se 
e s tud i an . 
Reg l a No i . - Una g r á f i c a del lugar geométrico de l a s r a i c e s tendrá 
tantos l uga r e s geométr icos como polos haya en la función G ( s ) H ( s ) . 
Los l uga r e s geométr icos son l a s d i f e r e n t e s ramas que l a g r á f i c a 
tendrá dependiendo del numero de po los . 
Regla No 2. — Los l u g a r e s geométricos o ramas siempre p r inc ip i an en l o s 
po los de de G ( s ) H ( s ) con K = 0 y terminan en l o s ceros de S ( s ) H ( s ) o 
en e l i n f i n i t o con K — a. 
Es muy común que una función de " s " tenga más po los d e f i n i d o s que 
c e r o s . En t a l caso a l gunas ramas pueden terminar en e l i n f i n i t o por no 
tener todos l o s c e r o s d e f i n i d o s . 
Reg la No 3.—El l u ga r geométr ico de l a s r a i c e s e x i s t e sobre e l e j e 
r e a l solamente a l a i z q u i e r d a de un número impar de po los r e a l e s y/o 
de c e r o s . 
La condic ión angu l a r es l a que l im i t a l a e x i s t e n c i a de la g r á f i c a 
a c i e r t a s r eg iones de l e j e r e a l . Para i l u s t r a r l o an t e r i o r se e s t u d i a -
rá la g r á f i c a de l a s i g u i e n t e función comple ja : 
F ( s ) = K ( s 4) ( s + 1) ( 3) ( 8) 
La función F ( s ) cont iene un cero en s = —4 y t r e s polos 
en s = - i , s — - 3 y en s = - 8 como se ve en l a f i g . 8 - 9 . 
s i tuados 
Jo: 
- 8 - 7 - 6 - 5 - 4 - 3 - 2 - 1 
Si se se l ecc iona un punto de prueba a la derecha del polo s = 
los ángulos que forma e l punto de prueba con r e spec to a los polos y al 
ce ro son: 
con respecto a l po lo s = —l 0° 
con respecto a l po lo s = - 3 0° 
con respecto a l ce ro s = —4 0° 
con respecto a l po lo s = - 8 0° 
de t a l forma que la suma de l o s ángu los de ce ros menos ángulos de 
po los es i gua l a cero y no s e cumple con l a condición angu l a r . 
S i se s e l e cc i ona e l punto de prueba en e l e j e r e a l ent re los polos 
s = —1 y s = —3, l o s ángu los del punto de prueba serán» 
con respecto a l po lo s = - 1 180° 
con respecto a l po lo s = —3 0° 
con respecto a l ce ro s = —4 0° 
con r e spec to a l po lo s = —8 0 
por lo tanto todos l o s puntos e n t r e —1 y - 3 son par te de la g r á f i c a 
del lugar de l a s r a i c e s . 
Se leccionando e l punto de prueba en e l e j e r e a l ent re —3 y —4, los 
ángulos que forma e l punto son: 
con respecto a l po lo s = - 1 180 
}0 
vo 
o 
con respecto a l po lo s = - 3 18 ° 
con respecto a l ce ro s — —4 0 
con respecto a l po lo s = —8 0° 
l a sumatoria de ángu los de l o s c e r o s es cero y l a de l o s polos es de 
360 por l o que e l tramo del e j e r e a l entre —3 y —4 no puede ser oarte 
de l a g r á f i c a del l uga r de l a s r a i c e s . 
S iguiendo e l mismo procedimiento an t e r i o r se podrá encontrar que 
e l tramo del e j e r ea l ent re —4 y —8. es parte de l a g r á f i c a , pero a la 
i z q u i e r d a de - 8 no puede haber g r á f i c a sobre e l e j e r e a l , l o cual con-
f i rma e l cumplimiento de l a r e g l a numero 3. 
Reg la No 4.— La g r á f i c a del l u ga r geométrico de l a s r a i c e s siempre es 
s imé t r i c a con respecto a l e j e r e a l . 
Lo a n t e r i o r se debe a que l o s polos complejos siempre se presentan 
en pares conjugados que t ienen l a misma parte r e a l y l a misma parte 
imag inar ia pero con l o s dos s i g n o s , p o s i t i v o y nega t i vo . 
Reg la No 5.— Los ángu los que forman l a s a s í n t o t a s con e l e j e rea l se 
pueden c a l c u l a r con l a s i g u i e n t e fórmula : 
a = ' Dará n = ± 1, ± 3 , . . . . ( 8 -9 ) 
Las g r á f i c a s del l uga r de l a s r a i c e s que terminan en e l i n f i n i t o 
siempre lo hacen tendiendo as íntot icamente con l i nea s rec tas que 
forman un c i e r t o ángulo con r e spec to al e j e r e a l . Es importante 
conocer e s tos ángulos de l a s a s í n t o t a s porque e l l o nos ayuda a d e f i n i r 
con más p rec i s ión l a a p a r i e n c i a genera l de la g r á f i c a . Los ángulos de 
l a s a s í n t o t a s con e l e j e r e a l se pueden obtener ap l i cando la condición 
a n g u l a r . 
Suoongamos que se t i ene un s istema de cont ro l con l o s po los y cero 
aue se representan en l a f i g . 8—10. Pa r a v a l o r e s grandes de " s " o sea 
cuando s c* , l a s l í n e a s i n c l i n a d a s representan l a s a s í n t o t a s de la 
g r á f i c a , son p a r a l e l a s y forman un á n g u l o ct con e l e j e r e a l . La cond i -
c ión angu la r de l a ecuación 8—3 s e puede expresar en la s i gu i en t e 
forma: 
Z0z - T.&P = n l80° para n = ± 1, ± 3 , . . . (8 -10 ) 
donde Z©z es la sumatoria de l o s ángu los de l o s ce ros y Z©p es la s u -
mator ia de l o s ángu los de l o s po l o s . P o r l o que ap l i cando la fórmula 
8—10 a l diagrama de l a f i g 8—10, tenemos: 
Za - Pa = n l 8 0 ° 
donde Z es e l número de ce ros y P es e l número de po los . Despejando a 
de l a ecuación a n t e r i o r se t i e n e f i n a lmen te que 
n l80 ° ^ , . -a = 1 _ _ p para n = ¿ 1, ± 3 , . . . 
/ 
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F i g . 8 -10 . Angulo de As ín to tas 
Con e l f i n de a p l i c a r l a r e g l a No 5 , se c a l cu l a r án enseguida los 
ángu los de l a s a s í n t o t a s para l a func ión de t r a n s f e r e n c i a con dos 
po los que s e a n a l i z ó en l a secc ión 8—3—2 y cuyo v a l o r es : 
G ( s ) H ( s ) = K ( s + 1 ) ( s + 3) 
ap l i cando l a r e g l a 5, ( ecuac ión 8—9), e l ángulo ct para n = ± 1 es: 
o — ±180 0 - 2 = ± 90 
cuvo r e su l t ado concuerda con l a g r á f i c a dada en la f i g u r a 8—7. Se l e 
pueden dar más v a l o r e s a " n " , por e jemplo ± 3, ± 5 e t c , pero e l ángulo 
a r e p e t i r l a nuevamente su mismo v a l o r poraue so l o hay una l i nea 
a s í n t o t a . Cuando haya más de una a s í n t o t a se r eque r i r á por l o tanto 
d a r l e v a r i o s v a l o r e s a " n " , hasta que e l ángulo a se r e p i t a . 
Regla No ó . - El punto en e l cual p r inc ip i an l a s a s í n t o t a s se le llama 
" c e n t r o i d e " . El c en t ro i de e s t á ubicado en e l e j e r ea l en e l punto 
o = : » . a - « » 
donde ZP = Sumatoria de todos los Po los 
ZZ = Sumatoria de todos l o s Ceros 
P = Número de Po lo s 
Z — Número de Ceros 
Además de conocer l o s ángulos que l a s a s í n t o t a s forman con e l 
e j e r e a l , es nece sa r i o conocer e l punto en e l cual p r inc ip i an l a s 
a s í n t o t a s . A e s t e punto se l e l lama " cen t ro ide " y es l ó g i co pensar que 
e l punto e s t é co locado en e l e j e r ea l por l a s imet r í a que t ienen todas 
l a s g r á f i c a s de l lugar de l a s r a i c e s . P a r a demostrar l a ecuación 8-11 
consideremos que se t r a t a de encontrar e l cent ro ide de l a s i gu i ente 
función de t r a n s f e r e n c i a de l azo a b i e r t o 
S í s ) H ( s ) = K N ( s ) K (S
L + a i - i 5 l *+ . . . + a i s + a©) 
D (S ) n . n - i . . . . . s + b n - i s + . . . +• b i s + b< 
en l a cual n es mayor que i . D iv id iendo e l numerador y e l denominador 
en t r e e l numerador N ( s ) obtenemos 
G ( s ) H í s ) - -n - 1 . n- i. - 1 , s +• ( b n - i — a i - O s + . . . + res iduo 
ahora la función B ( s ) H ( s ) ya no t i ene ce ros , solamente t i ene polos más 
un r e s i d u o . Para v a l o r e s grandes de s ( bas tante a l e j a d o s a l o l a rgo de 
l a s a s í n t o t a s ) , e l v a l o r de l denominador se puede expresar en forma 
muy aproximada u t i l i z a n d o únicamente los dos primeros términos de 
S ( s ) H ( s ) , por l o que 1 a funeión se puede expresar en la s i gu i ente 
forma: 
S ( s ) H ( s ) = 
s n 1 * ( s + ( b n - i - a i - i ) ] 
l a ecuación a n t e r i o r t i e n e n—i-1 po los en e l o r igen y un polo en 
s = - ( b n - i - a i - i ) . El c e n t r o i d e e s t a r á s i tuado a la d i s t a n c i a 
— ( b n - i - a i - i ) 
a — " ~ n - i 
Basándonos en la so luc ión de ecuaciones de orden "n" (Ver apéndice 
A) ap l icaremos e l p r i n c i p i o que e s t a b l e c e que la sumatoria de las 
r a i c e s de una ecuación e s i gua l a l negat ivo del c o e f i c i e n t e del 
término cuyo grado es e l inmediato i n f e r i o r a l grado más a l t o . Por lo 
tanto 
ZP - —bn-i y -ZZ = ai-i 
donde ZP es la sumatoria de po los y ZZ es la sumatoria de ce ros de la 
función S ( s ) H ( s ) . 
Por o t ro lado de la función gene ra lde l azo a b i e r t o G ( s ) H ( s ) de la 
cua l partimos para i n i c i a r e s t e a n á l i s i s se puede ver que 
n = P e 1 = 2 
l o cual s i g n i f i c a que " n " , s iendo e l orden mayor del denominador nos 
i n d i c a e l numero de Po lo s e " i " , s i endo e l orden mayor del numerador 
nos i nd i c a e l número de Ceros de l a función 6 ( s ) H ( s ) . 
Subst i tuyendo 1 os va l o r e s de "n" , " i " , —br«-i, y ai- i en la 
ecuac ión del c e n t r o i d e " a " obtenemos f ina lmente l a ecuación 8 -11 . 
Se a p i i c a r á en segu ida la ecuación 8-11 para c a l c u l a r e l cent ro ide 
de l a función de l a z o a b i e r t o 6 ( s ) H ( s ) = K/(s + l ) ( s + 3 ) . 
La función G ( s ) H ( s ) t i ene dos po lo s , e n s = - l y e n s = - 3 , por l o 
que P = 2 y £P = —1—3=—4.Además l a función no t i ene c e ro s , por lo 
que N = 0 y £ Z = O . Subst i tuyendo e s t o s datos en la ecuación 8-11 
_ - 4 - O _ „ 
^ = 2 - 0 2 
En l a f i g . 8—7 se puede ve r l a g r á f i c a de l a función 6 ( s ) H ( s ) y su 
c e n t r o i d e en e l punto s = —2. Cabe hacer l a a c l a r a c i ón que en e s t e 
c a so l a pos ic ión de l c e n t r o i d e co inc i de con e l punto en donde la 
g r á f i c a abandona e l e j e r e a l , pero en genera l e s t o no sucede con todas 
l a s func iones de l a z o a b i e r t o . 
Reg la No 7 . - Un punto de escape es un punto en e l cual dos lugares 
geométr icos abandonan e l e j e r e a l . El punto de escape se determina 
s e l ecc ionando un punto de prueba un poco f u e r a oel e j e r ea l y 
a p l i c a n d o e l c r i t e r i o a n g u l a r . 
El punto de escape siempre se l o c a l i z a ent re dos po los adyacentes , 
cuando hav luga r geométr ico de l a s r a i c e s entre e l l o s . Esto se debe a 
que l a s g r á f i c a s de l l uga r de l a s r a i c e s p r inc ip i an siempre en l o s 
p o l o s , avanzan l a una hacia l a o t r a hasta que se encuentran en e l 
punto de escape y ahí abandonan e l e j e r e a l en forma s i m é t r i c a . 
Como ya se mencionó la ub icac ión de l punto de escape e s t á basada 
en la a p l i c a c i ó n del c r i t e r i o a n g u l a r . Debido a que cada caso es un 
poco d i f e r e n t e , se i l u s t r a r á , e l método genera l con un ejemplo e s p e c i — 
f i c o . Se c a l c u l a r á l a pos ic ión de l c en t ro i de de l a función de lazo 
a b i e r t o 
G ( 5 ) H Í S > - <s + l ) ( s + 3 ) 
A 
>Jco 
^ (T 
. i 
- 3 I 0 - 1 0 
k - d 
F i g . 8—11- Determinación del punto de escape . 
Se empieza e l a n á l i s i s trazando los polos en e l plano complejo 
como se ind i ca en la f i g . 8—11. El punto de escape debe e s t a r ent re —1 
y - 3 . A una c i e r t a d i s t a n c i a d a l a i zqu ie rda de —1 se s e l ecc i ona un 
punto de prueba que e s t á un poco a r r i b a del e j e rea l a una d i s t a n c i a 
muy pequeña denominada s . De la f i g . 8-11 se pueden obtener l a s 
s i g u i e n t e s f unc iónes : 
tan <p - y tan 02 = • ^  ~ • 
para ángulos pequeños (menos de 3° ) , l a tangente de un ángulo se puede 
reemplazar por e l ángulo mismo expresado en r ad i ane s . Por lo tanto , 
Ap l icando l a ecuación 8—10 (Reg la No 5) tenemos: 
Z@z — Z0p - ± n ( r a d i a n e s ) 
0 - ( & i + © z ) = ± 77 
0 - I » - - a - + I = ± « 
el iminando n de ambos lados de la ecuación tenemos: 
= O = 1 1 d 2 — d d 2 — d 
í 2 - d ) - a _ 2 - d - a 
d ( 2 - d ) 2d - d2 
de donde 2 - 2d = 0 o bien d = 1 
De t a l manera que e l punto de escape e s tá en s = —2. En e s t e punto l a 
g r á f i c a del lugar geométr ico de l a s r a i c e s abandona e l e j e r e a l . 
El mismo método se puede a p l i c a r para casos más complicados en 
donde la función tenga mayor número de polos y de c e r o s . 
Regla No 8.— El ángulo con e l cual e l lugar geométr ico de l a s r a i c e s 
abandona un polo comple jo se l lama "ángulo de p a r t i d a " . El ángulo de 
pa r t i da puede ob tenerse ap l i cando el c r i t e r i o angu l a r . El 
procedimiento para obtener e l ángulo de pa r t ida se i l u s t r a r á con un 
e jemplo . Supongamos que se t r a t a de c a l c u l a r e l ángulo de p a r t i d a de 
la s i g u i e n t e función de t r a n s f e r e n c i a de lazo a b i e r t o , 
G ( s ) H ( s ) = s ( s + 1 + j l ) t s + 1 - j l ) ( 8 -12 ) 
En l a f i g - 8—12 se g r a f i c a n l o s t r e s polos de la ecuación a n t e r i o r 
8—12. Seleccionando un punto de prueba sobre e l lugar geométrico muy 
ce rca del polo complejo —1 + j l , l os ángulos que forma el punto de 
prueba con respecto a todos l o s po los (en e s t e caso no hay c e ro s ) son 
de 135 con respecto a l polo en e l o r i g en , de 90 con respecto a l polo 
complejo - 1 - j l y de O con respecto a i polo complejo - 1 + j l . 
w LO 
F i g . S—12 . D e t e r m i n a c i ó n d e l á n g u l o d e p a r t i d a . 
A p l i c a n d o e l c r i t e r i o a n g u l a r c o n l o s á n g u l o s q u e s e m u e s t r a n e n 
l a f i g . 8 - 1 2 , t e n e m o s : 
ze-z - ZBp = O - ( 1 3 5 + 9 0 + 0) = ± 1 3 0 ° 
d e d o n d e Q = - 4 -5 c 
p a r t i d a d e s d e e l o t r o 
p o l o c o m p l e j o ¡ — i — J l ) , a p i i c a n c o e l m i smo p r o c e d i m i e n t o . E l á n g u l o 
d e c e b a s e r d e + 4 5 p o r l a s i m e t r í a d e l a e r a f i e a a s i l u g a r g e o m é t r i c o 
d e l a s r a i c e s . 
R e g l a t\o 9 . - L o s p u n t o s en l o s c u a l e s l a g r á f i c a c o r t a a l e j e i m a g i n a — 
r i o v s i v a l o r d e k e n e l c r u c e , s e p u e d e n o b t e n e r a p a r t i r d s l a 
e c u a c i ó n c a r a c t e r í s t i c a d e l s i s t e m a , h a c i e n d o s = Oco. 
P a r a a p l i c a r l a r e g i a r-4o 9 c o n s i d e r e m o s l a f u n c i ó n d e t r a n s f e r e n -
c i a d e c i c l o a b i e r t o 
G ( s ) H í s ) = K 
S ( 5 + 3 ) ( S "T t- ) 
L a e c u a c i ó n c a r a c t e r í s t i c a d e l s i s t e m a e s 
1 + G ( s ) H ( s ) = 0 
i + t o 
s < s + 3 ) ( s f 5 ) 
s ( s + 3 ) ( s + 5 ) K _ _ . 
s ( s + 3 ) ( s + 5 ) ° 
s ( s + 3 ) ( s + 5 ) + k = 0 
( s Z + 3 s ) i s + 5 " + k = 0 
s 3 + 8 s Z + 15>s + k = O 
1SJ6 
s u u s t i t u y e n d o s = J o) e n 1 a e c u a c i ô n c a r a c t e r í s t i c a t e n e m o s : 
p e r o J = —J 
J3OJ3 + ÖJ2OJZ + l5Jco + K = U 
J 2 = - 1 p o r l o q u e l a e c u a c i ó n s e t r a n s t 'or ina e n 
3 Z 
- J co - Öw + 1 5 J w + k = u 
a h o r e t s e p l a n t e a r á u n a e c u a c i ó n p a r a 1 a s p a r t e s r e a 1 e s y o t r a p a r a l a s 
p a r t e s i m a g i n a r i a s d e l a e c u a c i ó n c o m p l e j a a n t e r i o r . 
P a r t e s R e a l e s 
P a r t e s i m a g i n a r i a s 
- 8u) + K — O 
- J u 9 + 15JÍO « O o b i e n - co + 15oo = 0 
D e l a e c u a c i ó n d e l a s p a r t e s i m a g i n a r i a s <o = 1 5 w co — 
S u b s t i t u y e n d o e l v a l o r d e w e n l a e c u a c i ó n d e l a s p a r t e s r e a l e s 
K = Seo2 = 8 ( 1 5 ) = 1 2 0 
P o r l o t a n t o l a g r á f i c a d e l l u g a r g e o m é t r i c o d e l a s r a i c e s c r u z a 
e l e j e i m a g i n a r i o e n OJ = ± V 1 5 y e n e s t o s p u n t o s l a g a n a n c i a K = 1 2 0 
A s i q u e p a r a e s t e s i s t e m a d e c o n t r o l a l t e n e r u n a g a n a n c i a K = 1 2 0 s e 
c o l o c a a l s i s t e m a d e l a z o c e r r a d o e n e l u m b r a l d e l a i n e s t a b i 1 i d a d , p o r 
l o q u e c u a l q u i e r a u m e n t o d e l a g a n a n c i a p o r a r r i b a d e 1 2 0 e s i n a c e p t a -
b l e y a q u e d e p l a n o e l s i s t e m a s e c o n v e r t i r l a e n i n e s t a b l e . 
A d e m á s d e l a s r e g l a s y a d é s a r r o i l a d a s , u n a t a b l a d e g r á f i c a s m á s 
c o m u n e s d e l o s l u g a r e s g e o m é t r i c o s d e l a s r a i c e s p a r a v a r i a s f u n c i o n e s 
d e t r a n s f e r e n c i a a e c i c l o a b i e r t o e s muy ú t i 1 p a r a t e n e r a u n q u e s e a un 
b o s a u e j o g e n e r a l a e l a g r á f i c a p a r a u n a S ( s ) H í s ) d a d a . En l a s f i g u r a s 
S—13 y 8—14 s e r e p r e s e n t a n a l g u n a s g r á f i c a s . 
K' 
Is + a'li + n+}j!ís + u-jii> 
a) 
Gtstíl. s 1 -
i/s + o'í» *bhs *-cl 
b) 
J U) 
<,,.„,„. i 
IS 1-cr yj.U/s t ir - j , i ' 
F i g . 8 - 1 3 . G r a f i c a s d e l L u g a r G e o m é t r i c o d e l a s K a i c e i 
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L* 1 <J A 1 J <r 
F i g . 8 - 1 4 . G r á f i c a s d e l L u g a r G e o m é t r i c o d e l a s R a i c e s . ( C o n t . ) 
8 - 5 . - E j e m p l o s I l u s t r a t i v o s . 
A h o r a s e e s t u d i a r á n t r e s e j e m p l o s p a r a i l u s t r a r e l p r o c e d i m i e n t o 
c o m p l e t o d e o b t e n e r l a s g r á f i c a s d e l l u g a r g e o m é t r i c o d e l a s r a i c e s . 
E j e m p l o 8 - 5 — 1 . — C o n s t r u i r u n a g r á f i c a d e l l u g a r g e o m é t r i c o d e l a s 
r a i c e s p a r a l a f u n c i ó n d e t r a n s f e r e n c i a d e c i c l o a b i e r t o 
G ( s ) H ( s ) = 
( s 2 + 2 s + 2 ) 5 ( 5 + 1 + J 1 ) < 5 + 1 " J 1 ) 
E s t a b l e c e r l a e s c a l a p a r a v a r i o s p u n t o s d e l a g r á f i c a y d e t e r m i n a r 
p a r a q u e v a l o r e s d e l a g a n a n c i a K e l s i s t e m a s e r á i n e s t a b l e . 
S o l u c i ó n : A p i i c a n d o l a s r e g l a s y a p r e s e n t a d a s p o d e m o s o b t e n e r l a s i -
g u i e n t e i n f o r m a c i ó n : c o m o h a y t r e s p o l o s h a b r á t r e s l u g a r e s g e o m é t r i -
c o s o t r e s r a m a s q u e i n i c i a n e n O , —1 — j 1 •> —1 + J 1 y l a s t r e s r a m a s 
t e r m i n a r á n e n e l i n f i n i t o d e b i d o a q u e n o h a y c e r o s d e f i n i d o s . 
E x i s t e l u g a r g e o m é t r i c o a l o l a r g o d e t o d o e l e j e r e a l n e g a t i v o 
p a r t i e n d o d e s d e e l p o l o u b i c a d o e n e l o r i g e n . 
A p l i c a n d o l a e c u a c i ó n 8—9 p o d e m o s c a l c u l a r l o s á n g u l o s d e l a s 
a s í n t o t a s : 
a = 
n l 8 0 ° 
S i n = ± 1 « = • ± 1 8 C C = ± 6 0 ° U — -j/ 
S i n = ± 3 « = ± 5 4 ° ! = ± 1 3 0 ° 
U - 3 
± 9 0 0 ° __ _ _ o S i n = ± 5 ex - 7 - = ± 3 0 0 O - o 
d e b i d o a q u e e l á n g u l o d e ± 3 0 0 ° e s i g u a l a l á n g u l o d e ± 6 0 ° y a n o s e 
n e c e s i t a d a r l e más v a l o r e s a " n " p u e s l o s d e m á s á n g u l o s s e r e p e t i r í a n . 
C o n l a f ó r m u l a 8 - i i p o d e m o s c a l c u l a r l a p o s i c i ó n d e l c e n t r o i d e , 
q u e e s e l p u n t o e n d o n d e i n i c i a n l a s a s í n t o t a s . 
T.P - - 2 - 0 2 
o — 
P - Z 3 - 0 3 
En e s t e c a s o n o h a y p u n t o s d e e s c a p e p o r q u e e l l u g a r g e o m é t r i c o 
n u n c a a b a n d o n a e l e j e r e a l , y a q u e s ó l o h a v un p o l o r e a l . 
L o s á n g u l o s d e p a r t i d a s e p u e d e n o b t e n e r a p l i c a n d o l a r e g l a No 8 y 
s o n - 4 5 ° y + 4 5 ° . 
A p l i c a n d o l a r e g l a N o 9 s e c a l c u l a l a g a n a n c i a K e n e l c r u c e c o n 
e l e j e Jco y e l v a l o r d e co. L a e c u a c i ó n c a r a c t e r í s t i c a d e l a z o c e r r a d o 
d e l s i s t e m a e s 
1 + G l s ) H ( s ) = 0 = 1 + 
( s 2 + 2 s + 2 ) 
s ( s z + 2 s + 2 ) + K 
= V 
s i s 2 + 2 s + 2 ) 
s< s Z + 2 s + 2 ) -»• K = O 
s 3 + 2 s 2 + 2 s + K = O 
h a c i e n d o s - Jco J3<o3 + 2 J Z w 2 + 2 J w +• K — O 
3 2 3 2 como J = - J y J — - 1 —Jco - 2 « + 2Jco +• K = O 
d e l a e c u a c i ó n a n t e r i o r p l a n t e a m o s d o s e c u a c i o n e s , u n a c o n l a s p a r t e s 
r e a l e s y o t r a c o n l a s p a r t e s i m a g i n a r i a s . 
P a r t e s R e a l e s —2ooZ + K = 0 
P a r t e s I m a g i n a r i a s - J w 3 + 2Jco « O 
3 2 
d e l a e c u a c i ó n d e l a s p a r t e s i m a g i n a r i a s w = 2co <o — 2 
p o r l o q u e e l v a l o r d e co = Y 2 = ± i . 4 1 4 . 
S u b s t i t u y e n d o e l v a l o r d e w = Y 2 e n l a e c u a c i ó n d e l a s p a r t e s 
r e a l e s s e c a l c u l a e l v a l o r d e l a g a n a n c i a K . 
K = 2wZ = 2 ( 2 ) = 4 
En e s t a f o r m a l a g r á f i c a c r u z a e l e j e Joo e n l o s p u n t o s ± J i . 4 1 4 y 
e l v a l o r d e l a g a n a n c i a e s i g u a l a c u a t r o . 
C o n t o d a l a i n f o r m a c i ó n a n t e r i o r s e p u e d e t r a z a r l a f i g . S ~ 1 5 q u e 
e s u n a g r á f i c a p r e l i m i n a r d e l e j e m p l o 8 — 5 — i . L a g r á f i c a c o m p l e t a s e 
r e p r e s e n t a e n l a f i g u r a 8 — 1 6 . 
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F i g . 8 - 1 5 . G r a f i c a p r e l i m i n a r p a r a e l e j e m p l o 8 - 5 - 1 . 
lVu 
F i g . 8 - 1 6 . G r á f i c a p a r a G ( s ) H ( s ) = " 
s i s 2 + 2 s + 2 ) 
P a r a t r a z a r l a g r á f i c a c o m p l e t a s e d e b e n d a r d i f e r e n t e s v a l o r e s a 
l a v a r i a b l e " s " e n l a e c u a c i ó n c a r a c t e r í s t i c a , d e d o n d e s e p o d r á n c a l -
c u l a r v a l o r e s p a r a w y p a r a K e n f o r m a s e m e j a n t e a c o m o s e c a l c u l a r o n 
l o s p u n t o s d e c r u c e c o n e l e j e i m a g i n a r i o J w . 
E j e m p l o 8 - 5 - 2 . - C o n s t r u i r l a g r á f i c a d e l l u g a r g e o m é t r i c o d e l a s 
r a i c e s p a r a l a f u n c i ó n d e t r a n s f e r e n c i a d e c i c l o a b i e r t o 
G ( s ) H ( s ) = 
s i s + 1 ) ( s + Q ) 
y d e t e r m i n a r l o s v a l o r e s d e K p a r a l o s c u a l e s e l s i s t e m a s e r á 
i n e s t a b l e . 
S o l u c i ó n : C o m o h a y t r e s p o l o s e n l a f u n c i ó n G<. s ) H ( s ) h a b r á t r e s r a m a s 
e n l a g r á f i c a . L a s t r e s r a m a s i n i c i a n e n l o s p o l o s O , - 1 y —8, y c o m o 
n o h a y c e r o s d e f i n i d o s l a s t r e s r a m a s t e r m i n a n e n e l i n f i n i t o . 
E x i s t e e l l u g a r g e o m é t r i c o s o b r e e l e j e r e a l e n t r e 0 y —i y d e —S 
h a s t a m e n o s i n f i n i t o . 
L o s á n g u l o s d e l a s a s í n t o t a s s o n s 
* i n l90 ° ±180° , .o b i n = ± 1 c* = z _ p = Q _ 3 = ± 6t> 
+540° o 
S i n = ± 3 a = — = ± 1 8 o 
O - o. 
±9»X>° o 
S i n = ± 5 a = ^ _ -, = ± OÜU 
D e b i d o a q u e e l á n g u l o d e ± 3 u u ° e s i g u a l q u e e l d e ± 6 u ° , e l c a l c u l o 
d e l o s á n g u l o s e s t á y a c o m p l e t o . 
L¿ is a s í n t o t a s p r i n c i p i a n e n e l c e n t r o i d e q u e s e p u e d e c a l c u l a r c o n 
l a s i g u i e n t e f ó r m u l a : 
ZF - ZZ - 9 - O 
H a y un p u n t o d e e s c a p e y s e e n c u e n t r a e n t r e l o s p o l o s O y — i . En 
l a f i g . 8—17 s e r e p r e s e n t a un e s q u e m a e n d o n d e s e s e l e c c i o n a un p u n t o 
d e p r u e b a un p o c o f u e r a d e l e j e r e a l e n t r e O y —1. 
, t \ 
- B n : d-
F i g . 8 — 1 7 . E s q u e m a p a r a d e t e r m i n a r e l p u n t o d e e s c a p e . 
A p l i c a n d o l a c o n d i c i ó n a n g u l a r a l e s q u e m a d e l a f i g . 8—17 t e n e m o s : 
Z&z - Z6p = ± n 
0 - [ 7T -
1 
d 
1 - d 8 - d 
1 
] = ± n 
i - d 8 - d 
= O 
( 1 - d ) ( 8 - d ) ~ d ( 8 - d ) - d ( l - d ) 
d ; l - d ) ( 8 - d ) 
= O 
( 1 — d ) ( S — d ) — d ( 8 — d ) - d ( l - d ) = 0 
8 - 9 d + d 2 - 8 d + d z - d + d 2 = O 
3 d 2 - 18d + 8 = 0 
a p l i c a n d o l a f ó r m u l a g e n e r a l d e s e g u n d o g r a d o a l a e c u a c i ó n a n t e r i o r 
1 8 + 9 6 
d = ~ = 3 ± 2 . 5 1 6 
l o c u a l n o s d a d o s r e s u l t a d o s d i = 5 . 5 1 6 v d z = 0 . 4 8 4 
De l o s d o s r e s u l t a d o s a n t e r i o r e s s e d e s c a r t a d i y a q u e e l p u n t o d e 
e s c a p e d e b e e s t a r e n t r e O y —1. P o r l o t a n t o e l p u n t o d e e s c a p e e s t á a 
u n a d i s t a n c i a d = O . 4 8 4 d e l o r i g e n a l a i z q u i e r d a . 
Como n o h a y p o l o s c o m p l e j o s , n o h a b r á e n e s t e c a s o á n g u l o s d e 
p a r t i d a . 
P a r a c a l c u l a r l o s p u n t o s d e c r u c e c o n e l e j e jco s e o b t i e n e l a 
e c u a c i ó n c a r a c t e r í s t i c a 
1 + G ( s ) H ( s ) = O 
1 + £ 
s i s + 1 ) ( s + 8 ) 
s ( s + l ) ( s + 8 ) + K 
s ( s + 1 ) ( s + 8 ) 
s ( s + l ) ( s + 8 ) + K = 0 
Í S 2 + s ) ( s + 8 ) + K = O 
s 3 + 8 s Z + s 2 + 8 s + K - O 
s 3 + 9 s 2 + 8 s + K = O 
3 3 2 2 
h a c i e n d o s — J « j w + 9 j w + 8 j w + K = O 
- j co3 - 9OJ2 + 8 jco + K = 0 
l a e c u a c i ó n c o m p l e j a a n t e r i o r s e d i v i d e e n d o s e c u a c i o n e s , una c o n i a s 
p a r t e s r e a l e s y o t r a c o n l a s p a r t e s i m a g i n a r i a s . 
P a r t e s R e a l e s - 9 w 2 + K = O 
P a r t e s I m a g i n a r i a s —jco3 + 8 joo — O 
e n l a e c u a c i ó n d e l a s p a r t e s i m a g i n a r i a s s e p u e d e e l i m i n a r " j " p o r l o 
q u e l a e c u a c i ó n q u e d a r l a e n l a s i g u i e n t e f o r m a : 
- co3 + 8co = O d e d o n d e 
co2 = 8 y oo = ± 2 . 8 3 
s u b s t i t u y e n d o e l v a l o r d e oo e n l a e c u a c i ó n d e l a s p a r t e s r e a l e s 
K = 9o>2 = 9 ( 8 ) = 72 
P o r l o t a n t o l a g r á f i c a c o r t a a l e j e J u e n ± J 2 . 8 3 y e n e s t o s d o s 
D u n t o s l a g a n a n c i a e s k = 7 2 . L a g r á f i c a c o m p l e t a s e r e p r e s e n t a e n l a 
f i g . 8 - 1 8 . E l s i s t e m a s e r á i n e s t a b l e c u a n d o K s e a m a y o r q u e 7 2 . 
F i a . 3 - 1 8 . G r á f i c a p a r a G í s ) H ( s ) = k / s ( s + l ) ( s + 8 ) 
E j e m p l o 8 - 5 - 3 . - C o n s t r u i r l a g r á f i c a d e l l u g a r g e o m é t r i c o d e l a s 
r a i c e s p a r a l a f u n c i ó n d e t r a n s f e r e n c i a d e l a z o a b i e r t o 
K(s + 2) 
( s + í ) C s + t í ) 
Como h a y t r e s p o l o s , h a b r á , t r e s r a m a s e n l a g r á f i c a . L a s r a m a s 
i n i c i a n e n c a d a u n o d e l o s p o l o s , 0 . —1 y - 8 . 
H a y un c e r o d e f i n i d o p o r l o q u e u n a r a m a t e r m i n a r á e n e l c e r o u b i -
c a d o e n - 2 y l a s o t r a s r a m a s t e r m i n a r á n e n e l i n f i n i t o . 
E x i s t e g r á f i c a d e l l u g a r g e o m é t r i c o d e l a s r a i c e s e n e l e j e r e a l 
e n t r e O y —1 y e n t r e —2 y —8. 
L o s á n g u l o s d e l a s a s í n t o t a s s e p u e d e n d e t e r m i n a r a p i í c a n d o l a 
f ó r m u l a 
ni 80° 
ex = 
Z - P 
SÍ n = ± 1 a = f 1 3 2 ° = ± 90° 1 — O 
+ 5 4 c') ° o O 
S i n = í 3 a = —- = ± 2 7 0 q u e e s i a u a l a ± 9 0 1 — o 
L a s a s í n t o t a s s e o b t i e n e n a p l i c a n d o l a f ó r m u l a 
I P - EZ - 9 - ( - 2 ) - 7 _ „ 
* = P - Z = 3 - 1 = = " 
E l p u n t o d e e s c a p e s e c a l c u l a c o n l a a y u d a d e l c r o q u i s d e l a 
f i g u r a 8 - 1 9 . E l p u n t o d e e s c a p e d e b e d e e s t a r e n t r e l o s p o l o s u b i c a d o s 
e n O y - 1 . 
Jco 
—X 
- 8 
1 k , 
a 
F i g . 8 - 1 9 . C r o q u i s p a r a d e t e r m i n a r e l p u n t o d e e s c a p e 
A p l i c a n d o e l c r i t e r i o a n g u l a r a l a f i g . 8—19 t e n e m o s : 
p o r l o t a n t o 
ZO-z. - ZÖp = ± 77 
_ ± [ - —í. 
2 - d L d 
d 
1 - d 
1 
8 - d 
= O 
•] = 0 
2 — d 1 - d 8 — d 
d ( 1 - d ) ( 8 - d ) + ( 2 — d ) ( 1 — d ) ( 8 - d ) - ( 2 - d ) ( d ) ( 8 - d ) - ( 2 - d ) ( d ) ( 1 - d ) =o 
( 2 - d ) ( d ) ( 1 - d ) ( 8 - d ) 
( d — d 2 ) ( 8 — d ) + ( 2 - 3 d + d z ) ( 8 - d ) - ( 2 d - d 2 ) ( 8 - d ) - ( 2 d - d Z ) ( l - d ) = 0 
8 d - 9 d Z + d 3 + l ó - 2 d - 2 4 d + 3 d z + 8 d z - d 3 - ( 1 6 d - 2 d 2 - 8 d 2 + d 3 ) - ( 2 d - 3 d z + d 3 ) = O 
- 2 d 3 +• 1 5 d 2 - 3 6 d + l é = 0 
a p l i c a n d o d i v i s i ó n s i n t é t i c a ( v e r a p e n d i c e A ) o a p l i c a n d o e l m é t o d o d e 
p r u e b a y e r r o r p o d e m o s o b t e n e r d e l a e c u a c i ó n a n t e r i o r un v a l o r d e l a 
d i s t a n c i a d = 0 . 5 7 . 
P a r a c a l c u l a r l o s p u n t o s d e c r u c e c o n e l e j e Jco d e l a g r á f i c a n o s 
b a s a m o s e n l a e c u a c i ó n c a r a c t e r í s t i c a d e l s i s t e m a q u e e s : 
s 3 + 9 s 2 + ( 8 + K ) s + 2 K = 0 
h a c i e n d o s = Jco J3<o3 + 9J2co2 + ( 8 + K)J<o + 2K = O 
-Jco3 - 9w2 + (8 + K ) J c ú + 2 K = 0 
E c u a c i ó n d e P a r t e s R e a l e s —9w + 2K = O 
E c u a c i ó n d e P a r t e s I m a g i n a r i a s -co + ( 8 + K)co = O 
d e l a e c u a c i ó n d e l a s p a r t e s i m a g i n a r i a s co2 = ( 8 + K) 
s u b s t i t u y e n d o e n l a e c u a c i ó n d e p a r t e s r e a l e s — 9 ( 8 + K ) + 2K = O 
p o r l o t a n t o - 7 2 - 9 K + 2K = O o b i e n K — — 
h l v a l o r n e g a t i v o d e K n o e s un v a l o r n o r m a l v a q u e l a g a n a n c i a V. 
s i e m p r e d e b e s e r p o s i t i v a , p o r l o q u e e l r e s u l t a d o o b t e n i d o n o s i n d i c a 
q u e n o h a y c r u c e d e l a g r á f i c a c o n e l e j e J u . 
L a g r á f i c a c o m p l e t a s e r e p r e s e n t a e n l a f i o . tí-2u. P a r a o b t e n e r l a 
m i s m a s e r e q u i e r e d a r v a l o r e s a " s " e n l a e c u a c i ó n c a r a c t e r í s t i c a p a r a 
o b t e n e r l o s v a l o r e s ± Jco y l o s v á l o r e s d e l a g a n a n c i a K . 
A l o b s e r v a r l a g r á f i c a c o m p l e t a s e p u e d e a s e g u r a r q u e e l s i s t e m a 
s i e m p r e s e r á e s t a b l e y a q u e l a g r á f i c a s e d e s a r r o l l a a l a i z q u i e r d a 
d e l e j e Jo ) , 
E s i m p o r t a n t e h a c e r n o t a r q u e e l e j e m p l o 8—5—2 e s i g u a l a l 8 - 5 — 3 
c o n l a ú n i c a d i f e r e n c i a q u e s e h a a g r e g a d o e n e s t e ú l t i m o un c e r o e n 
S=—2 p a r a m e j o r a r e l c o m p o r t a m i e n t o d e l s i s t e m a . Una c o m p a r a c i ó n d e 
l a s d o s g r á f i c a s d e l a s f i g u r a s 8—20 y 8—13 n o s i n d i c a e l b e n e f i c i o 
o b t e n i d o ; e l e f e c t o d e l c e r o ha s i d o a l e j a r l a g r á f i c a d e l e j e i m a — 
g i n a r i o y l o más i m p o r t a n t e a l e j a r l o d e l a m e s t a b i l i d a d . 
F i g . 8 - 2 0 . G r á f i c a p a r a G ( s ) H ( s ) = K ( s + 2 ) / s ( s + l ) ( s + 8 ) 
8 - 6 . — A p i i c a c i o n e s d e l a G r á f i c a d e l L u g a r d e l a s R a i c e s . 
H a s t a a h o r a h e m o s e s t u d i a d o c o m o s e p u e d e g r a f i c a r e l L u g a r G e o -
m é t r i c o d e l a s R a i c e s e n e l p l a n o c o m p l e j o . E s t a g r á f i c a c o n t i e n e 
m u c h a i n f o r m a c i ó n i m p o r t a n t e q u e n o s p u e d e a y u d a r e n e l a n á l i s i s y 
d i s e ñ o d e un s i s t e m a d e c o n t r o l . 
A c o n t i n u a c i ó n s e v e r á l a u t i l i d a d d e l a g r á f i c a p a r a e s t a b l e c e r 
l a g a n a n c i a d e l s i s t e m a a f i n d e o b t e n e r l a s c a r a c t e r í s t i c a s d e s e a d a s 
e n l a r e s p u e s t a d e l s i s t e m a . E s p o s i b l e t a m b i é n q u e s e d e s e e man t e n e r 
l a s c o n s t a n t e s d e t i e m p o d e l s i s t e m a e n v a l o r e s p e q u e ñ o s p a r a t e n e r 
u n a r e s p u e s t a r á p i d a o b i e n man t e n e r i a r e l a c i ó n d e a m o r t i g u a m i e n t o 
a r r i b a d e c i e r t o v a l o r p a r a q u e e l s i s t e m a n o d u r e o s c i l a n d o m u c h o 
t i e m p o . 
t n T o r m a g e n e r a l p a r a un s i s t e m a d e c o n t r o l d e l a z o c e r r a d o , l a 
f u n c i ó n d e t r a n s f e r e n c i a s e p u e d e e x p r e s a r en l a s i g u i e n t e f o r m a : 
C ( s ) N ( s ) N ( s ) 
R ( s ) D ( s ) ( s + r i ) ( s + r 2 ) . . . . ( s + r n ) 
d o n d e D ( s ) r e p r e s e n t a l a e c u a c i ó n c a r a c t e r í s t i c a f a c t o r i z a d a y — r i , — r z 
rn s o n l a s r a i c e s d e l a e c u a c i ó n c a r a c t e r í s t i c a y a d e m á s p o l o s 
d e l a z o c e r r a d o d e l s i s t e m a q u e p u e d e n s e r r e a l e s o c o m p l e j o s 
c o n j u g a d o s . P o r l o t a n t o , 
C < S ) - N ( S ) , 8 - 1 3 ) 
R ( s ) ( s + a ) ( s + b + j g ) ( s + b - j g ) 
d e s a r r o l l a n d o e n f r a c c i o n e s p a r c i a l e s l a f u n c i ó n d e t r a n s f e r e n c i a 
a n t e r i o r , p a r a c a l c u l a r l a t r a n s f o r m a d a i n v e r s a , l a r e s p u e s t a en 
f u n c i ó n d e l t i e m p o t e n d r á , l a s i g u i e n t e f o r m a 
c ( t ) = C i e ~ a t + C 2 e " b t S e n ( g t + <p) + . . . . 
s u b s t i t u y e n d o e n l a e c u a c i ó n a n t e r i o r l a s s i g u i e n t e s c o n s t a n t e s ; 
a = — d o n d e TI e s una c o n s t a n t e d e t i e m p o TI 
b = ——- d o n d e T2 e s o t r a c o n s t a n t e d e t i e m p o 
T 2 
a = cod iúd e s i a f r e c u e n c i a n a t u r a l a m o r t i g u a d a 
—* 'TI -i/T2 
c ( t ) = C í e + C2e S e n (o>dt + <p) -+• . . . . 
h a c i e n d o —— = Tcor. d o n d e C e s l a r e l a c i ó n d e a m o r t i q u a m i e n t o 
T 2 
v (x¡n e s l a f r e c u e n c i a n a t u r a l n o a m o r t i g u a d a 
r : r y coci = con y 1 - C 
l a r e s p u e s t a e n f u n c i ó n d e l t i e m p o l a p o d e m o s e s c r i b i r e n l a s i g u i e n t e 
f o r m a : 
c ( t ) = C i e ~ t / T 1 + C z e " * " ^ S e n [ <onV i - Z? t <p] 
d e t a l m a n e r a q u e l a e c u a c i ó n 3—13 s e p u e d e e x p r e s a r c o m o s i g u e 
C ( s > ÜUü ( 8 _ 1 4 ) 
R ( s ) ( s + i / T I ) ( s + 1 / T 2 + j w d ) ( s + 1 / r z - j w d ) . . . . 
o b i e n c o m o £ i | i . = ( 8 _ 1 5 ) 
[ S + 1 / T L ] [ 5 + ( u n + J U n t l - C 2 ) 1 ' 2 ] [ S + ( w n - J U n ( 1 - £ 2 ) 1 ' 2 ] 
Lomoarando 1 as e cuac i ones tí-14 v tí-i5 con la ecuacion ü-15 se 
puede ver que l a s l e t r a s " a " y " b " que son c an t i dade s r e a l e s r e p r e s e n -
tan r e c t a s p a r a l e l a s a l e j e Ju. Subst i tuyendo " a " y " b " por 1/r y £con 
taniDien é s t o s ú l t imos términos representan r e c t a s p a r a l e l a s a l e j e Jco. 
Ue la misma forma s e puede ve r que " g " y cod r epresen tan can t idades 
i m a g i n a r i a s y por l o t anto r e c t a s p a r a l e l a s a i e j e r e a l - En l a f i g . 
8 - 21 se r epresentan dos l i n e a s p a r a l e l a s a l o s e j e s r e a l e imag ina r i o . 
Linca de 
U j consomé 
1 1/r 
¡ f w , " 
J. — 
1 
1 
Linea dft 
1 
1 
' A comíanle 1 • 
0 
i 
" ig . 8 -21 . Rectas p a r a l e l a s a l o s e j e s de l p lano complej o . 
S i £con es una c an t i dad r e a l y wd = ton(l — es l a pa r t e ima-
g i n a r i a de un número comp le j o , l a magnitud de l número comple jo se 
ob t i ene c a l c u l a n d o l a h ipotenusa de un t r i á n g u l o r e c t ángu l o , ap l i c ando 
e l teorema de P i t á g o r a s . 
Hipoten usa = y ífcon) , . , „2 1/2, 2 [ COn ( 1 - C > ] 
= / 
„2 2 2 2„2 C, OJn + OJn — tOn £ = / COn = COn 
En l a f i g . 8 -22 s e r epresentan l a s r e l a c i o n e s g r á f i c a s a n t e r i o r e s . 
Ademas s i se c a l c u l a e l Coseno de l ángulo /? tenemos: 
C a s = = C ' COn ^ ( 8 - 1 6 ) 
La ecuac ión a n t e r i o r 8—16 se puede usa r para determinar r e c t a s 
inc1 inadas con£ c o n s t a n t e . En l a misma f i g u r a 8 -22 se puede ve r que 
los c i r c u i o s con c en t r o en e l o r i g en son c i r c u i o s de con cons tante . 
L lno.i de 
f conslanie 
Cliculo de 
u i . constante 
F i a . 8 - 2 2 . R e l a c i o n e s tíráticas sob re e l P lano " s " . 
i v a 
a o i i c a c j . . i n a e t o d a s s e t a s r e l a c i o n e s o r á t i c a s s e i l u s t r a on l a 
T Í O . a—ZZ-. L a s r a i c e s a e l a e c u a c i ó n c a r a c t e r í s t i c a d e o e n e n c o n t r a r s e 
d e n t r o d e l a r e a s o m b r e a d a s i l a s c o n d i c i o n e s s o n 
T — o . b s e g . 
tod < t> r a d i a n e s / s e g 
C > O.71 
( c = - 1/D .S = 
( p = C o s A 0 . / I = 4 5 ° ) 
ü>d-6 \ 
V 
JU 
\ 
7 
7_ 
t - 0 7 1 - r T - 0 5 -
45° 
7 
+ J 6 
-j6 
F i a . a - 2 3 . U s o d e 1 a s r e í a c i o n e s o r á t i c a s , 
8 - 7 . — Como e s t a b l e c e r l a G a n a n c i a K a e un S i s t e m a d e C o n t r o l . 
L o s s i s t e m a s d e c o n t r o l t i e n e n c u e c u m p l i r c o n c i e r t a s e s p e c i f i c a -
c i o n e s d e d i s e ñ o . p o r e j e m p l o u n a c o n s t a n t e d e t i e m p o m á x i m a i p a r a q u e 
e i s i s t e m a n o s e a t a n l e n t o ) o u n a r e l a c i ó n m í n i m a d e a m o r t i q u a m i e n t o 
( p a r a q u e e i s i s t e m a n o s e a muv o s c i l a t o r i o ) . P a r a c u m p l i r c o n e s t a s 
e s p e c i f i c a c i o n e s , l a g a n a n c i a K d e b e e s t a r a b a j o d e un v a l o r m á x i m o , 
v a q u e s i s e s u p e r a e s t e v a l o r , e i s i s t e m a n o c u m p l i r á c o n l a s e s p e c i -
f i c a c i o n e s s e ñ a l a o a s -
E l p r o c e d i m i e n t o p a r a e s t a b l e c e r e i v a l o r d e l a g a n a n c i a s e 
i l u s t r a r á c o n e l s i s t e m a d e c o n t r o l r e p r e s e n t a d o e n l a n a . 8 - 2 4 - S e 
c a l c u l a r á un v a l o r p a r a l a g a n a n c i a Ka, d e t a l m a n e r a q u e i a c o n s t a n t e 
d e t i e m p o m á x i m a ( r ) s e a o e i s e g . y l a r e l a c i ó n d e a m o r t i g u a m i e n t o 
i C ) t e n q a un v a l o r m í n i m o d e O . 5 . 
li.si + 1 Co< 
K i g . D i a g r a m a d e B l o q u e s d e l S i s t e m a . 
I W 
L¿» T u n c i i n d e t r a n s T e r e n c i a d e l a z o a o i e r t o o a r a e l s i s ï s m a ug 
c o n t r a i d e i a T i g . o—24 e s : 
ü ( 5 , H t s ) = SM..25S + f 1) 
m u í t i p l i c a n d o p o r 4 v p o r Í O t a n t o e i n u m e r a d o r c o m o e l d e n o m i n a d o r 
p a r a e l i m i n a r t é r m i n o s f r a c c i o n a r i o s , l a f u n c i ó n 6 ( s ) H ( s ) n o s e a l t e r a 
y s e t r a n s f o r m a c o m o s i g u e 
G í s ) H ( s > = 2 ( - , 0 K l " K ' 
s ( s 4 M s + l u ) . s i s + 4 ) ( s + l u ; 
d o n d e K ' = 200Kv 
bn l a f i g . 8—25 s e r e p r e s e n t a l a g r á f i c a d e l l u g a r g e o m é t r i c o c e 
l a s r a i c e s p a r a l a f u n c i ó n G ( s ) H ( s ) q u e s e e s t á , a n a l i z a n d o . S e p u e d e 
v e r q u e l a g r á f i c a e s muy s e m e j a n t e a l a q u e s e o b t u v o e n e l e j e m p i o 
8—5—¿. S o b r e e s t a o r á t i c a d e l l u g a r d e l a s r a i c e s s e t r a z a u n a r e c t a 
p a r a l e l a a l e j e Jco e n —1 . L a l í n e a e n - 1 r e p r e s e n t a 1a r e c t a 1 / r = i . 
o o i e n r = 1 . 
P o r o t r o l a d o b a s á n a o n o s e n l a e c u a c i ó n 8 - 1 6 . e l Cos/? = C = ' - ' - 5 , 
d e d o n o e f i = 6 0 . S e t r a z a n t a m b i é n e n l a g r á f i c a d o s l i n e a s p u n t e a o a s 
c o n un á n g u l o (3 = 6 0 . l a s c u a l e s n o s l i m i t a n e l a r e a a un v a l o r m í n i -
mo a e £ = u . 5 . 
JW 
h i g . 8 - 2 t > . G r a f i c a p a r a 6 ( 5 )H i s ) = K' / s i s + 4 M s + 1 0 ) . 
b e p u e d e v e r e n l a g r á T i c a q u e 1a m a x i m a g a n a n c i a p e r m i t i d a o a r a 
e l s i s t e m a e s t á l i m i t a d a p o r l a c o n d i c i ó n i m p u e s t a a l a r e l a c i ó n d e 
a m o r t i g u a m i e n t o C = O . 5 . E l p u n t o s i e s e l c r u c e d e l l u g a r d e l a s 
r a i c e s c o n l a l i n e a a un á n g u l o d e ¿>UW v r e p r e s e n t a e l p u n t o mi : ; uno d e 
o p e r a c i ó n a T i n d e q u e e l s i s t e m a o u e d a c u m p l i r c o n l a s e s o e c i T I C a c i o -
n e s e s t a b l e c i d a s . 
En segu ida se determinará e l v a l o r de la ganancia K' basándonos en 
la cond ic ión de magnitud- De l a función de t r a n s f e r e n c i a de l a zo 
a b i e r t o 6 ( s ) H ( s ) se puede obtener e l v a l o r de K' 
K' = s ( s + 4 ) ( s + 10) = si ( s i + 4 ) ( s i + 10) 
La magnitud de si es l a d i s t a n c i a del o r i gen a l punto si y se debe 
ob tene r midiendo en l a g r á f i c a . Dibu jando a e s c a l a l a g r á f i c a l a d i s — 
t anc i a si es de 2 .85 . La magnitud ( s i + 4 ) es l a d i s t a n c i a de l poloen 
—4 hasta e l punto s i , de l a g r á f i c a s e ob t i ene una magnitud de 3 .55 . 
De la misma forma en l a g r á f i c a s e ob t i ene una magnitud de 8 .90 para 
l a d i s t a n c i a e n t r e e l po lo en —10 y e l punto s i . Subst i tuyendo los 
t r e s v a l o r e s en l a ecuación a n t e r i o r se puede c a l c u l a r e l v a l o r de K' 
K' = 2 . 8 5 ( 3 . 5 5 ) ( 8 . 9 0 ) = 90 
como K* = 200KI, entonces Ki. = K'/200 = 90/200 = 0 .45 . 
Cuando Kv = 0 .45 (K ' — 90) l a s r a i c e s de l a ecuación s e pueden 
ob tene r de l a g r á f i c a y son - 1 1 . 1 y ( - 1 . 4 5 ± J2 .47 ) .También de l a 
g r á f i c a se puede ve r que para l a pos ic ión del punto s i . l a cons tante 
de tiempo máxima e s de 1/1.45 = 0 .69 s e a . ( 1 . 4 5 es l a d i s t a n c i a de l 
punto si sobre e l e j e r e a l ) y l a f r e c u e n c i a na tu ra l amortiguada tod es 
i g u a l a 2.47 r a d i a n e s / s e g . (2 .47 es l a d i s t a n c i a de si sobre e l e j e — 
imag ina r i o JÍO) . 
S-B.— Cá l cu l o de l a Respuesta T r a n s i t o r i a de un S is tema. 
También l a g r a f i c a del l u ga r geométr ico de l a s r a i c e s se puede 
u t i l i z a r para determinar l a r e spues t a t r a n s i t o r i a de un s istema de 
c o n t r o l . 
Para i l u s t r a r e l método se cons ide r a r á e l c á l c u l o de l a r e spues ta 
de l s i s tema de con t r o l r ep resentado en l a f i g . 8 -24 . Como se determinó 
previamente e l v a l o r de Kv = 0 .45 y se supondrá una pe r tu rbac ión U ( s ) 
i g u a l a un e sca lón u n i t a r i o . E n l a f i g . 8-26 se r ep resenta un diagrama 
de b loques cons iderando a la seña l de per turbac ión U ( s ) como señal 
única de en t r ada . 
, o ."••. I I I, u l:. I I 
i r 
F i g . 8 -26 . Diagrama de Bloques con la señal de p e r tu r bac i ón . 
De la f i g . 8 -26 , l a func ión de t r a n s f e r e n c i a d i r e c t a S ( s ) s e rá 
2 . 5 100 G ( s ) = ( 0 .25s + 1 ) ( O . l s + 1 ) ( s + 4 ) ( s + ÍO) 
2K¿ mientras que H ( s ) = — ^ 
200 Ki K' 6 ( s ) H ( s ) = ( s + 4 ) ( s + 10) s ( s + 4 ) ( s + 10) 
por l o tanto e l l u ga r geométr ico de l a s r a i c e s es e l mismo de l a f i g . 
8 - 2 5 . Con Ki = 0 .45 (K ' — 9 0 ) , l a f unc ión de t r a n s f e r e n c i a de l a zo 
ce r r ado e s : 
100 
AC(s ) _ G ( s ) _ ( s + 4 ) ( s + 10) 
U ( s ) i + 6 ( s ) H ( s ) KJ 
1 s ( s + 4 ) ( s + 10) 
ÍOQ 
AC(s ) ( s + 4 ) ( s + 10) lOOs 
U ( s ) s ( s + 4 ) ( s + 10) + 90 s i s + 4 ) ( s + 10) + 90 
s ( s + 4 ) ( s + 10) 
subs t i tuyendo en l a f unc ión de t r a n s f e r e n c i a a n t e r i o r e l v a l o r de U ( s ) 
i g u a l a 1/s ( t r ans fo rmada de l a p l a c e de l esca lón u n i t a r i o ) y l o s 
v a l o r e s ya conocidos de l a s r a i c e s de l a ecuación c a r a c t e r í s t i c a con 
K' = 90 de l a f i g 8 - 2 5 . 
A r / o = - L _ r 1 Q O s l 
1 1 s 1 (S + 11 .1 ) ( s + 1.45 -t- j 2 .47 ) ( s + 1.45 - j 2 . 4 7 ) J 
100 
( s + l l . l ) ( s + 1 .45 + j 2 .47 ) ( s + 1.45 - j 2 . 4 7 ) 
d e s a r r o l l a n d o en f r a c c i o n e s p a r c i a l e s para c a l c u l a r l a transformada 
i n v e r s a tenemos: 
AGÍS, fi B C 
donde A = 
( s + 11 .1 ) ( s + 1.45 + j 2 . 4 7 ) ( s +• 1.45 - J2.47) 
lOO 
( s + 1.45 + j 2 . 4 7 ) ( s + 1.45 - j 2 .47 ) 
' s = - i i . i 
B = 1 0 0 ( s + l l . l ) ( s + 1.45 - j 2 . 4 7 ) / I 8= -1. 45—JZ. 47 
c = 1 0 0 ( s + l l . l ) ( s + 1.45 + j 2 .47 ) I a~ -1. 45+JZ. 47 
Subst i tuyendo l o s v a l o r e s de " s " en A, B y C tenemos: 
100 A = 
A = 
A = 
B = 
B = 
B = 
C = 
c = 
c = 
( - 1 1 . 1 + 1.45 + j 2 .47 ) (—11 .1 + 1.45 - j 2 . 4 7 ) 
100 _ _ _ 
( - 9 . 6 5 + j 2 . 4 7 ) ( - 9 . 6 5 - j 2 . 4 7 ) 
L O O 
( 9 . 9 5 / 1 6 5 7 5 ^ ) ( 9 . 9 5 / - I 6 5 . 5 ) 
100 
= 1 . 0 1 ( 8 - 17 ) 
( - 1 . 4 5 - j 2 .47 + 11 .1 ) (—1.45 - j 2 .47 + 1.45 - j 2 .47 ) 
100 
( 9 . 6 5 - j 2 . 4 7 ) ( - j 4 .94 ) 
L O O 
( 9 . 9 5 / - 1 4 . 5 ) ( 4 . 9 4 / - 9 0 y = 2 .03/ 104. 5 (8—IB) 
100 
( - 1 . 4 5 + j 2 .47 + 11 .1 ) (—1.45 + j 2 .47 + 1.45 + j 2 .47 ) 
100 
( 9 . 65 + j 2 . 4 7 ) ( j 4 .94 ) 
100 
( 9 .95/14 .5 ) (4 .94/9Q w ) = 2 . 0 5/-!< 04.5 ( 8 - 19 ) 
Los v a l o r e s de A, B y C que han s i d o ya c a l c u l a d o s en l a s e c u a c i o -
nes a n t e r i o r e s ( 8 - 1 7 ) , (8—18) y (8—19) también se pueden obtener en 
forma g r á f i c a del l u g a r geométr ico de l a s r a i c e s como se i l u s t r a en l a 
f i g . 8 - 2 7 . Según se puede a p r e c i a r en l a f i g 8-27 l a s d i s t a n c i a s en t r e 
l o s po l o s representan l a s cant idades v e c t o r i a l e s con l a s que se c a l c u -
l a ron l o s v a l o r e s de l a s cons tantes A. B y C. 
- 1 4 5 + . / 2 4 7 
J <J 
Localización de 
las raices 
9 95 — —'1 
• < - 7 — 165 5° 
\ 
S - - II 1 
" V . ^ . ^ ' í ' S + 1 45+ j2A7 ) 
165 5° 
- I 4 S - 7 2 4 7 
F i g . 8 -27 . Obtención G r á f i c a de l a s cant idades v e c t o r i a l e s 
Una vez que se conocen l a s cons tantes A, B y C s e subs t i tuven sus 
v a l o r e s en l a ecuac ión de AC ( s ) d e s a r r o l l a d a en f r a c c i o n e s p a r c i a l e s 
de donde r e s u l t a l a s i g u i e n t e ecuac i ón : 
AC ( s ) « 1.01 
+ 1 1 . 1 
.03 
s + 1.45 
: .03¿-/—1Q4 .5 ° 
s + 1.45 - j 2.47 
s+ 11.1 
s + l l . l 
2 . 0 3 4 . ( s + l . 4 5 - j 2 • 4 7 ) + 2 . 0 3 / - 1 0 4 . 5 ° ( 5 + 1 . 
( s + 1.45 + j 2 . 4 7 ) ( s + 1.45 - j 2 .47 ) 
( z 0^508+ j 1.962 ( s+1 . 45^ j 2 . 47 ) + ( - Q ^ 5 0 8 r j l • 96) (s+1 .45+j 2 .4 
( s + 1.45 +• j 2 . 4 7 ) ( s + 1.45 - j 2?47) 
—O . 5s - 0.725 + j 1 - 2 3 + j l . 9 6 s + j 2 . 84 - j 2 4 . 8 4 
AC ( s ) = 1.01 —O . 5s - 0.725 - j l . 2 3 - j l . 9 6 s - j 2 . 84 - j 2 4 . 8 4 
s + l l . l [ <s+ 1 .45 ) + j 2 . 4 7 ] [ ( s + 1 .45 ) - j 2 . 4 7 ] 
A C ( s ) - — 1 -01 . - s - 1 .45 + 9 . 6 8 8.23 - s 
S + 1 1 ' 1 ( s + 1 . 4 5 ) 2 - j 2 ( 2 . 4 7 ) 2 ( s + 1 . 4 5 ) 2 + ( 2 . 4 7 ) 2 
r ^ 4 7 
AC í s ) = 1 -01 + - ( s + 1 . 45 ) + ( 8 .23 + 1 . 4 5 ) L 2 . 4 7 1 
5 + 1 1 - 1 ( s + 1 . 4 5 ) 2 + ( 2 . 4 7 ) 2 ( s + 1 . 4 5 ) Z + ( 2 . 4 7 ) 2 
A C ( S ) = - 4 * 2 1 <* + + 3 .91 2 - 4 7 
5 ( s + 1 .45 ) 2 + ( 2 . 4 7 ) 2 ( s +• 1 .45) 2 + ( 2 . 4 7 ) 2 
a p l i c a n d o l a t rans formada i n v e r s a de L a p l a c s a l a función compleja 
obtenemos: 
A C ( t ) = 1.01 e - 1 1 ' 4 t - e '1" 4 5 lCos 2 . 4 7 t + 3 .91 e ' 1 , 45tSen 2 .47t 
8—9. Conc lus i ones . 
El método de l l u ga r geomét r i co de l a s r a i c e s para e l a n á l i s i s de 
l o s s i s t emas de con t r o l y su d i s e R o e s una herramienta muy ú t i l como 
se ha demostrado en e s t e c a p í t u l o . No solamente se puede e s t a b l e c e r l a 
gananc ia de un s i s tema para l a s c a r a c t e r í s t i c a s deseadas de respues ta , 
s i n o que también s e puede obtener in fo rmac ión sobre la respuesta t r a n -
s i t o r i a de l mismo. Después de t e n e r c i e r t a e x p e r i e n c i a con e l método, 
e l i n g e n i e r o de con t r o l puede p r e d e c i r y e va l ua r rápidamente l o s 
e f e c t o s de p o s i b l e s cambios en l o s parámetros del s i s tema , incluyendo 
l a a d i c i ó n de o t r o s e lementos en e l s i s t ema , inspeccionando para e l lo 
l a s g r á f i c a s r e s u l t a n t e s a l va r ia r - l a s c o n f i g u r a c i o n e s de po los y 
c e r o s . Por l o a n t e r i o r e l método d e l l u g a r de l a s r a i c e s es un i n s t r u -
mento de mucho v a l o r para e l i n g e n i e r o ded icado a l e s tud i o de l o s s i s -
temas de c o n t r o l . 
PROBLEMAS PROPUESTOS 
1 . - C o n s t r u i r i a s g r á f i c a s d e l l u g a r g e o m é t r i c o d e i a s r a i c e s p a r a l a s 
s i g u i e n t e s f u n c i o n e s d e t r a r t s f e r a n c i a d e l a z o a b i e r t o , e s t a b l e c i e n d o 
l a e s c a l a p a r a v a r i o s p u n t o s d e l a g r á f i c a . 
K * 
a ) G i s ) H ( s ) = d ) S í s ) H i. s > = 
;2 + 2s + 5 
c ) G ( s ) H ( s ) = e ) G ( s h ( s ) = : TT— 
2 S ( S + * ! S 
K ( s •+• 1 « •+• y-) 
c ) S ( s ) H ( s ) = ^ f ) G ( s ) H ( s ) = — V ' T >. 
( s + 5 ) \ s + 1 } i s + t, > 
2 . - U t i l i z a n d o i a s r e g l a s d e s a r r o l l a d a s p a r a g r a f i c a r e l l u g a r d e l a t 
r a i c e s , t r a z a r l o s l u g a r e s d e l a s s i g u i e n t e s f u n c i o n e s d e t r a n s f e r e n -
c i a » E s t a b l e c e r l a e s c a l a p a r a v a r i o s p u n t o s d e l a s g r á f i c a s . 
a i 8 / s í N ( s ; - - K 
= í = 2 + ^ p , 
C ) Ir \ S j H ( S•S + 1)15 + ó ) ( 5 + 
_ •<:' i = + G i 5 l 5 ) H i s 1 = 
: 2 + 4 s + R 
R i. s 
c o n t r o l m o s t r a d o e n l a f i g u r a . d e t e r m i n a r 1 
un3L r e í a c i ó n d e a.nor t i g u a m i e n t o d e 0 . 7 1 . 
L i s ) i l 
i-.p | » 
i S ( 0 . i 5 + 1 ) 
i • " 
C A P I T U L O IX 
MÉTODOS DE RESPUESTA A LA FRECUENCIA. 
9—i . — In t r oducc i ón . 
En l o s pr imeros c a p í t u l o s se presentaron l o s conceptos bá s i cos y 
l a s her ramientas matemáticas para a n a l i z a r l o s s is temas de cont ro l re— 
t r oa l imentados . Luego s e e s tud ia ron l o s modelos matemáticos de a lgunos 
s i s temas que s i r v i e r o n de base para encont ra r sus func iones de 
t r a n s f e r e n c i a . Se v i ó también que l a s f unc i ones de t r a n s f e r e n c i a se 
pueden r e p r e s e n t a r en diagramas de b loques o g r á f i c o s de f l u j o de 
s e ñ a l , lo cual nos ayuda a comprender mejor como están formados l o s 
s is temas con todas sus p a r t e s . 
Pos te r i o rmente se e s tud ia ron l a s acc iones bá s i ca s de contro l en 
sus d i f e r e n t e s t i p o s , ana l i z ando lo que es l a respuesta t r a n s i t o r i a y 
e l e r r o r que nos d e f i n e la exac t i tud de un s istema de c o n t r o l . 
En e l c a p i t u l o V I I I s e ha presentado un método de a n á l i s i s y 
d i seño de s i s t emas de con t r o l denominado e l Método del Lugar de l a s 
Ra ices eJ cua l predominantemente se u t i l i z a en función del tiempo. 
En e s t e c a p í t u l o se presentan t r e s Métodos de Respuesta a l a F r e — 
cuencia que ccnjuntamente con e l Método del Lugar de l a s Ra ices cons— 
t i tuyen l o s c u a t r o métodos c l á s i c o s de a n á l i s i s de l o s s istemas de 
c en ti t r e s métodos cue se es tud ia rán en sequida son l lamados: 
1 . — D i a g r a m a s d e B o d e 
2 . - C-r i t e r i o d e N y q u i s t 
3 » - C a r t a s d e N i c h o l s 
L o s m é t o d o s d e R e s p u e s t a a l a F r e c u e n c i a s o n t o t a l m e n t e d i f e r e n t e s 
a l mé t o d o a e l L u g a r d e 1 a s R a i c e s . E l c o n c e p t o d e R e s p u e s t a ' a l a 
F r e c u e n c i a s i g n i f i c a o b t e n e r l a r e s p u e s t a e n e s t a d o e s t a b l e d e un 
s i s t e m a d e c o n t r o l a l c u a l s e l e a p l i c a c o m o s e p i a I d e e n t r a d a una 
sep ia 1 s e n o i d a l d e a m p l i t u d f i j a , p e r o una f r e c u e n c i a q u e p u e d e v a r i a r 
e n c i e r t o r a n g o , E l c o n c e p t o d e r e s p u e s t a a l a f r e c u e n c i a s e i l u s t r a 
e n l a f i g . cv—1, e n d o n d e s e p u e d e v e r q u e a un s i s t e m a i i n e a l s e l e 
a p l i c a c o m o e n t r a d a u n a s e R a l s e n o i d a l R o S e n w t y s e o b t i e n e una s a l i d a 
o r e s p u e s t a C © C o s < w t + 0 ) . L a f o r m a d e l a s s e ñ a l e s d e e n t r a d a y s a l i d a 
s e m u e s t r a n e n l a f i g . 9 — I b . 
r,c 
RO 
r= RoSen UJ! c=Co Cos(u)t-» ip) 
u>t 
( a ) ( b ) 
F i g . 9—1. Respuesta a l a F recuenc ia . 
La r e spues ta a l a f r e c u e n c i a está, c a r a c t e r i z a d a por dos cant idades 
la r e l a c i ó n de ampl i tudes Co/Ro de l a s s eña l e s de entrada y s a l i d a , y 
e l de fasamiento <p que e x i s t e en t r e l a s dos s e ñ a l e s . Con l o s v a l o r e s 
que se ob t i enen , para d i f e r e n t e s f r e c u e n c i a s , se pueden e l a b o r a r 
g r á f i c a s r e l a t i v amente s e n c i l l a s , cuya adecuada i n t e r p r e t a c i ó n , nos 
p e r m i t i r á no s ó l o conocer l a s c a r a c t e r í s t i c a s de un s is tema, s ino 
también m o d i f i c a r l a s mismas c a r a c t e r í s t i c a s cuando l a respuesta que 
se ob t i ene no e s l a s a l i d a deseada . 
La r e l a c i ó n de l a s ampl i tudes C o / R o y e l de fasamiento <p» s e pueden 
obtener en dos fo rmas , c a l c u l a d o s matemáticamente o medidos experimen— 
ta lmente . En e l primer caso , se s u b s t i t u y e s=jco en l a función de 
t r a n s f e r e n c i a y se c a l c u l a n l o s v a l o r e s de C o / R o y <p » para d i f e r e n t e s 
f r e c u e n c i a s , desde c e r o a i n f i n i t o . Experimentalmente a l s istema 
f í s i c o se l e a p l i c a una señal s eno ida l cuya f r e c u e n c i a se va va r i ando , 
midiendo para cada v a l o r de f r e c u e n c i a , l a r e l a c i ó n de ampl i tudes 
C o / R o y e l de f a samiento <p d© s e ñ a l e s de entrada y de s a l i d a . El 
hecho de poder ob tene r experimentalmente los v a l o r e s de C o / R o y <t> e s 
muy importante ya que a l gunas veces e s d i f i c i l obtener e l modelo mate-
mático de un s i s tema en forma a n a l í t i c a . 
El procedimiento para c a l c u l a r ana l í t i camente l o s datos de 
r e spues ta a l a f r e c u e n c i a es s e n c i l l o y se puede p l an tea r en cuatro 
pasos como s i g u e : 
Paso 1.— Se o b t i e n e l a función de t rans f e r enc i a para e l s istema 
C o / R o , donde C o y R o son l a s t rans fo rmadas de Lap lace de l a s s eña l e s 
de s a l ida y de ent rada respect ivamente . 
Paso 2 . - En l a f unc ión de t r ans f e r e n c i a , se sub s t i t uye s= j w. La j u s -
t i f i c a c i ó n de e s t a s u b s t i t u c i ó n se v e r á un poco más ade l an te . 
Paso 3 . - Para v a r i o s v a l o r e s de l a f r e cuenc i a o>, se determina l a 
r e l a c i ó n de magnitudes C o / R o y e l ángu lo de defasamiento <£. 
Paso 4.— Se g r a f i c a n l o s r e s u l t a d o s del • paso 3 en coordenadas 
p o l a r e s o r e c t a n g u l a r e s . Las g r á f i c a s obten idas no solamente es una 
forma de r e p r e s e n t a r l o s datos de l a respuesta a l a f r e c u e n c i a , s ino 
que también son l a base para l o s métodos de a n á l i s i s y d iseño de l o s 
s i s temas de c o n t r o l . 
9—2.— J u s t i f i c a c i ó n de l a s u b s t i t u c i ó n de s por j u . 
En e l paso 2 de l a secc ión a n t e r i o r se d i j o que se debe s u b s t i t u i r 
s = j co en l a f unc ión de t r a n s f e r e n c i a . Esta subs t i tuc ión se rá 
j u s t i f i c a d a . El procedimiento s e r á pa r t i endo de una función de t r a n s — 
f e r e n c i a g e n e r a l , ob tene r l a r e spue s t a en estado e s t a b l e a una señal 
de ent rada s eno ida l en función de l a transformada de Lap lace , y 
después s u b s t i t u i r d i rectamente s—jo>. S i l a s r e spues tas son i d é n t i c a s , 
l a s u b s t i t u c i ó n s e r á j u s t i f i c a d a ya que no a l t e r a la función de 
t r a n s f e r e n c i a o r i g i n a l . 
En genera l l a ecuación d i f e r e n c i a l para un sistema de contro l 
1 inea l se puede e x p r e s a r en la s i g u i e n t e forma: 
d n - 1 de + a i — + aoc d t 
c an + an—1 
dt n - 1 
Transforinando por Lap lace la ecuación d i f e r e n c i a l a n t e r i o r , 
ansnC<s> + an-isn 1C<s) + . . . + aisC<e> + aoC<®> = 
bmSmR(a> + bw-ism-1R<s) + . . . + bisR<a> + boR<s> 
sacando como f a c t o r común C<e> y R<a> se t i e n e : 
C(s>[ ansn+an-isn . . . +ais+ao] = R<s>[ bmsm+bm-ism *+. . .+bis-*-bo] 
de donde se puede obtener l a función de t r a n s f e r e n c i a C<s>/R<e> 
C<s> bmsm + bm-is"1 1 + . . . + b i s + bo ro , V 
F<8> = -=T = • ( 9 - 1 ) 
R < 8 > n n - l ans + a n - i s + . . . + a i s + ao 
Siendo l a entrada y l a s a l i d a del s istema s e ñ a l e s s e n o i d a l e s , se 
pueden r ep re sen ta r en forma exponencia l ap l i cando l a fórmula de Eu ler 
como: _ jCOt _ j«Ot + 4» r = Roe y c = Coe 
donde <p es e l ángulo de defasamiento en t r e l a señal de entrada y l a 
s a l i d a . Subst i tuyendo " r " y " c " en l a ecuación d i f e r e n c i a l genera l ¡, se 
t i e n e : 
d n r _ j<cot+0>, d n 1 r _ j<cotf<^ »_ d r _ k(¿L+d» _ j«ot+<2» an [Coe ] +an-i [Coe ] + . + a i — [ Coe r +aoCoe 
d t n dt ' 
= b m S ^ - t R o e ^ ] + bm-i—~~ [Rce j ü ) t ] + . . . + b i| r [ RoejCüt] + boRoejíot 
dtm dt"1*1 d t 
der ivando y sacando Co y Ro como f a c t o r común se t i e n e 
„ j<COt+d^>_ , . . n . . . . n—1 , . _ Coe [ an(jco) + an- i ( jo j ) + . . . + ai ( jo>) + ao] 
= RoeJÜ)t[ bm( jw)"1 + bm-i( jco)m~t+. . . + bi ( ju>) + bo] 
de donde se puede obtener l a función de t r a n s f e r e n c i a 
F ( s ) - Coe *tot _ Co^j^ _ bm ( j co)m + bm- l i jo ) ) " 1 1 + . . . + b i ( j g j ) +• bo 
Roe^w l an( j u ) n + a n - i ( j t o ) n 1 + . . . +• a i ( j u ) + ao 
Comparando la ecuación a n t e r i o r con l a 9—1 se puede obse rva r que e l 
mismo r e su l t ado s e ob t i ene subst i tuyendo s = jw en la ecuación 9—1, 
con l o cual queda plenamente j u s t i f i e a d a la s u b s t i t u c i ó n . Una vez que 
se s u b s t i t u y e s = jco, l a función de t r a n s f e r e n c i a se denomina función 
de t r a n s f e r e n c i a i s ó c r o n a . 
<9-3. - Gráf l e a s en Coordenadas P o l a r e s . 
A cont inuac ión s e e s tud i a r án dos s is temas de cont ro l oara ios 
cua l e s la in fo rmac ión de la r e spues ta a l a f r e cuenc i a será presentada 
en coordenadas p o l a r e s . Más ade l an te en la s i g u i e n t e sección s e t r a z a -
rán l a s g r á f i c a s en coordenadas r e c t a n g u l a r e s . 
En l a f i g . 9—2 s e r ep re sen ta un s istema mecánico formado por un 
r e s o r t e y un amor t i guador , donde K es l a constante de l r e s o r t e y " c " 
es e l c o e f i c i e n t e de f r i c c i ó n v i s c o s a del amort iguador . Se representa 
con " x " una f u e r z a que cons t i tuye l a señal de entrada a l s istema y con 
"y " un desp lazamiento de l punto en t r e e l r e s o r t e y e l amort iguador . 
F i g . 9—2. G r á f i c a P o l a r para e l s istema mostrado. 
La ecuación d i f e r e n c i a l que representa l a operación del s istema es 
K í x - y ) = C ^ 
transformando por L a p l a c e l a ecuación a n t e r i o r tenemos; 
KX<s> - KY<s> = CsY<s> de donde 
o bien 
Y<s>[ Cs + K] = KX(s> 
Y ( s > K K/K 
X < s ) Cs + K Cs + K r s + i 
donde r es una cons tan te de tiempo del s i s tema, r—C/K. 
Subst i tuyendo s = jco en l a ecuación a n t e r i o r y suponiendo que l a c t e . 
de tiempo r — O.1 s e g . 
Y < j co > = 1 __ 1 
Xc jco> i + jcor 1 + jO-lto ( 9 - 2 ) 
En segu ida s e darán d i f e r e n t e s valor-es a "co" para v a r i a r l a f r e -
cuencia de l s i s tema ( r e cue rde que co = 2 n f ) y obtener puntos para 
t r a z a r l a g r á f i c a p o l a r . Por e jemplo s i l e damos e l v a l o r a co — 10 
• I T = 1 l 31 - 1,4^143° = 0 . 7 l L s 3 l 
£1 e s t u d i a n t e l e puede dar o t r a s v a l o r e s a <¿>, con l o s c u a l e s se 
ob tendrá l a t a b l a 9 - 1 . L o s d a t o s de l a t a b l a se g r a f i c a n en e l plano 
comple jo en la f i g . 9—2, u t i l i z a n d o a> como parámetro . 
TABLA 9 -1 
Datos de Respuesta a l a Frecuenc ia . 
co (Rad/Seg ) 
O 
2 
5 
10 
20 
40 
a 
l .OO 
O. 98 
0 .89 
0 .71 
0 . 4 5 
0 .24 
O.OO 
<p(cx>) ( g r ados ) 
0.0 
- 11.3 
- 2 6 . 6 
- 45.0 
- 63.4 
- 76.0 
- 90.0 
Como segundo e jemplo se c o n s i d e r a r á e l s i s tema mecánico mostrado 
en l a f i g . 9—3. denominado s i s tema masa—resorte—amortiguador• 
W - 15 
a) b) 
F i g . 9—3. G r á f i c a P o l a r para e l s i s tema mostrado. 
En l a f i g . 9—3, M e s l a masa, K e s l a constante del r e s o r t e y c es 
e l c o e f i c i e n t e de f r i c c i ó n v i s c o s a de l amort iguador .La seña l de 
ent rada a l s istema e s una f u e r z a " x " y l a s a l i d a e s e l desplazamiento 
de la masa "y " .Basándonos en l a segunda Ley de Newton y haciendo un 
diagrama de cuerpo l i b r e de l a masa, l a ecuación de suma de f u e r z a s es 
ZF = Ma 
KCx - y ) - c £ = M 
d t d t 2 
o b ien 
dt ' 
= Kx 
Transf orinando por Lap lace l a ecuac ión d i f e r e n c i a l a n t e r i o r , se 
t i e n e : 
M sZY<s> + c sY<s> + K Y<s> = K X<s> 
Yo> [ M S 2 + C S + K ] = K X<s) 
Y c s ) = K _ 1 
X ( 8 > M s Z + c s + K M 2 c 
— ! 5 + — 3 + 1 
l a función de t r a n s f e r e n c i a a n t e r i o r se puede exp re sa r en l a s i gu i en t e 
forma: 
Y < s > 1 _ 
^ = + + 1 
2 
U n con 
donde con = f r e c u e n c i a natura l no amortiguada de l s istema 
y £ = r e l a c i ó n de amortiguamiento 
Suponiendo que co = ÍO Radianes/Seg, C = 0 .5 y además subst i tuyendo 
s=joj en l a ecuación 9—3, l a func ión de t r ans f e r e n c i a se conv i e r t e en 
l a s i g u i e n t e ecuac ión : 
= ^ - 1 ( 9 - 4 , 
J<4>> 0 .01 ( j co) 2 + O . l j w + 1 (1 - O .O lw 2 ) + JO. Ico 
Ya teniendo l a func ión de t r a n s f e r e n c i a (9—4), e l s i g u i e n t e paso es 
d a r l e v a l o r e s d i f e r e n t e s a co y obtener una t a b l a que nos indique la 
r e l a c i ó n de magnitud y e l ángulo de f a s e para l o s d i f e r e n t e s v a l o r e s 
de co. Para i l u s t r a r e l procedimiento se dará e l v a l o r de <o = 5. 
Y 1 1 = = 1.11 /—33.7o X (1 - 0 .25 ) + j 0 . 5 0 .9 / 53.7 
El e s tud i an t e debe d a r l e o t r o s v a l o r e s a co con e l f i n de completar l o s 
v a l o r e s que se representan en l a t a b l a 9—2. 
TABLA 9 -2 
Datos de Respuesta a l a F recuenc ia . 
Rad/Seg) M ( <o) 0(co) ( g rados ) 
O 1.00 0.00 
2 1.02 - 11.8 
5 1.11 - 33.7 
S 1.14 - 65.8 
10 1.00 - 90.0 
12 0.78 - 110.1 
15 0.51 - 129.8 
20 0.28 - 146.3 
40 0.06 - 165.1 
70 0.02 - 171.7 
a 0.00 - 180.0 
9 - 4 . - G r á f i c a s en Coordenadas Rec tangu l a r e s . 
La r e spues t a a l a f r e c u e n c i a también s e puede g r a t i c a r en coorde -
nadas r e c t a n g u l a r e s . La r e l a c i ó n de magnitud y e l ángulo de f a s e se 
g r a f i c a n en func ión de la f r e c u e n c i a . La f r e c u e n c i a se g r a f i c a sobre 
una e s c a l a 1 oga r i tmica . con 1 o cua 1 se 1 ogra un mayor rango de 
f r e c u e n c i a s en e l a n á l i s i s de l s i s tema . La r e l a c i ó n de magnitud se 
g r á f i c a en d e c i b e l e s , l o cua l es una r ep resentac ión l oga r í tm ica muy 
usada cuando se manejan dos n i v e l e s de s e ñ a l . S i M es la r e l ac i ón de 
magnitud y "m" e s 1 a misma magni tud ex presada en tíec i be1es (d b ) , se 
puede r e p r e s e n t a r matemáticamente e l v a l o r de "m" en la s i g u i e n t e f o r -
ma : 
m = 20 log M. ( 9 - 5 ) 
S i M — 1 m 
Si M 10 m 
S i M = 100 m 
s i M = 0 . 1 m 
s i M — 0 .2 m 
20 (0 ) = O tib 
20 ( 1 ) = 20 db 
20 ( 2 ) = 40 db 
20 (9 . 0 - 10) = 
20 (9 .301 - lO ) 
20 db 
- 13.98 tíb 
La e s c a l a de l o s ángu los de f a s e <¿xo» es una e s c a l a l i n e a l . Por lo 
tanto para g r a f i c a r en coordenadas r e c t a n g u l a r e s se u t i l i z a un papel 
e s p e c i a l s e m i l o g a r i t m i c o , con una e s c a l a l i n e a l y l a o t ra l o ga r í tm ica . 
Los datos con ten i dos en l a s t a b l a s 9—1 y 9—2 que se obtuvieron 
para l o s s i s t emas de l a s f i g u r a s 9—2 y 9—3 se g r a f i c a n ahora en 
coordenadas r e c t a n g u l a r e s en l a s f i g u r a s 9—4 y 9—5. 
.V.'íW ,'Kifitles) 
5 
0 
- 5 
- 1 0 
- 15 
-20 
^Mftû) 
- -
•S V V -s, 
<t>ÍU) (Rudos» 
0 
- 2 5 
- 5 0 
- 7 5 
- 100 
10 oiuadiancs/seg) 100 
Rig - 9—4. G r á f i c a en coordenadas r e c t a n g u l a r e s para e l s istema 
representado en la f i g u r a 9 - 2 - a . 
La ún ica columna que cambia tanto de l a Tab la 9 -1 como de la Tabla 
9—2 es l a columna c en t r a l que representa M<o», l a cual se subs t i tuye 
por l o s v a l o r e s de "m" ap l i cando para e l l o l a ecuación 9—5. 
En l a F i g . 9—6 se representan los esquemas de a lgunas func iones de 
t r a n s f e r e n c i a comunes g r a f i c a d a s en coordenadas r e c t a n g u l a r e s . 
f.f/w> 
ídeeibelesj 
5 
U 
- 5 
-10 
- 15 
-20 
- 25 
- 3 0 
- 3 5 
- 40 1 
- — 
— —• • — 
• — — 
\ s \ V 
i 
si \ 
\ 
k \ S 
\ \ 
\ \ 
s \ 
r s 
\ 
^ 
<b/ui 
IglIÍOIf 
-so 
-100 
-150 
10 
u (radianes/seg) 
-20Q 
100 
F i g . 9—5. G r á f i c a en coordenadas r e c t a n g u l a r e s para 
e l s i s t ema mostrado en l a f i g u r a 9-3—a. 
a) . 
b! 
F i g . 9—6. Esquemas de g r á f i c a s r e c t a n g u l a r e s para a l gunas 
f u n c i o n e s de t r a n s f e r e n c i a comunes. 
9—5„ — El punto de v i s t a g r á f i c o . 
Con e l p r o p o s i t o de comprender mejor l o que sucede con l a r e s p u e s -
t a a l a f r e c u e n c i a en un s i s t ema de c o n t r o l , s e e s t u d i a r á a c o n t i n u a — 
c i ó n un método' g r á f i c o que nos ampl ia nues t r a v i s i ó n a l r e spec to . Este 
método también nos ayuda a i n t r o d u c i r n o s en e l a n á l i s i s g r á f i c o que se 
ú t i l i z a r á ampliamente en l a s próximas s e c c i o n e s . 
Supongamos que s e t i e n e un s i s tema de c o n t r o l de primer orden cuya 
f u n c i ó n de t r a n s f e r e n c i a e s : 
C ( s ) _ K ( 9 - 6 ) 
R ( s ) s + r 
S i s e desea ana l i z a r su r e spue s t a a l a f r e c u e n c i a por e l método 
g r á f i c o , l o pr imero que s e hace e s t r a z a r en un plano comple jo e l 
ú n i c o po l o que t i e n e en s = —r ¡, como s e i n d i c a en l a f i g . 9—7—a- En 
s e g u i d a s e s u b s t i t u y e s — ja j con l o que l a ecuac ión 9—6 se c o n v i e r t e 
en s 
2151 = £ ( 9_7 ) 
R ( s ) j u + r ' 
S i s e l e dán v a l o r e s a s e podrán obtener d i f e r e n t e s v a l o r e s para 
C ( s ) / R ( s ) . Por e j emp lo en l a f i g u r a 9—7-b se l e ha dado e l v a l o r de 
tú = OLÜ, con l o que s e t i enen en l a g r á f i c a dos v e c t o r e s , e l v ec to r —r 
y e l v e c t o r jcoi. R e a l i z a n d o l a s u s t r a c c i ó n g r á f i c a de e s t o s dos v e c t o -
r e s „ l a d i f e r e n c i a e s : 
jcoi —(— r ) = jcoi + r — r + jcoi 
En 1 at f i g u r a 9-^—b s e puede ve r que: 
( 
C ( j c o ) I = K _ K _ K 
R ( j w ) / j w i + r r + jioí A i I Si ! 10=C01 1 
K / ^ = — — / - S I Ai L 
lm 
F i g . 9 - 7 El punto de v i s t a g r á f i c o . 
R e l a c i o n e s de magnitud y ángu los de f a s e para o t r o s v a l o r e s de l a 
f r e c u e n c i a "ÍO" s e pueden ob t ene r de manera semejante trazando vec to r e s 
que v a n de - r a o t r o s v a l o r e s de ju>. 
Después de d a r l e v a l o r e s d i f e r e n t e s a "UÍ" , se puede 1 l e g a r a l a s 
s i g u i e n t e s c o n c l u s i o n e s : con oo® O, l a razón de magnitud es i g u a l a i 
y e l ángu lo de f a s e e s O - Cuando w — e x , l a razón de magnitud es c e r o 
y e l ángulo de f a s e e s de 90° . 
A cont inuac ión s e a n a l i z a por e l método s emig r á f i c o o t r a func ión 
de t r a n s f e r e n c i a un poco mas compl icada . 
C f s ) _ K ( s + r i ) ( 9 - 8 ) 
R ( s ) ( s + r z ) ( s + r a ) 
La func ión de t r a n s f e r enc i a a n t e r i o r t i ene un cero en s = - r i y 
dos po los en s = —rz y en s = —r3. En l a f i g u r a 9—8 se r ep resenta e l 
ce ro con un pequeño c i r c u l o y l o s dos po los se cons ideran comple jos y 
también s e r ep re sen tan en l a misma f i g u r a . Se t razan vec to re s desde e l 
c e r o y cada uno de l o s po los a l punto s — jwi . Las magnitudes y l o s 
ángu los de cada v e c t o r también se ind ican en l a f i g u r a . Ap i i cando cada 
v e c t o r a l a ecuación 9—8, l a func ión de t r a n s f e r e n c i a se c o n v i e r t e a 
l a s i g u i e n t e forma: 
C f s ) _ K A * ^ _ KA i / & l _ e z _ & 3 
R ( s ) (Az / e2)<A9 / e a ) AzAa 
En l a f i g . 9—8 s e puede ve r que a l i r va r iando e l v a l o r de "w" , se 
van modi f icando l o s v a l o r e s de l o s ángu los y de l a s magnitudes de cada 
v e c t o r , l o cual produce una v a r i a c i ó n l ó g i c a en l a respuesta a l a f r e -
cuenc ia del s i s tema de c o n t r o l . 
F i g . 9 - 8 . El método g r á f i c o con dos po los y un c e ro . 
9—6.— Determinación exper imenta l de la respuesta a l a f r e c u e n c i a . 
Cuando no se conoce l a func ión de t r ans f e r enc i a de l s istema de 
c o n t r o l , l a r e spues t a a l a f r e c u e n c i a se puede obtener en forma 
exper imenta l y a p a r t i r de la r e spues t a se puede obtener l a función de 
t r a n s f e r e n c i a . D e s d e luego l o s da tos exper imenta les también se pueden 
u sa r para comprobar una func ión de t r a n s f e r e n c i a que se haya obten ido 
en forma a n a l i t i c a . 
La án ica l i m i t a c i ó n de l método exper imenta l c ons i s t e en que e l 
s istema r ea l debe de a c e p t a r l a a p l i c a c i ó n de una señal de entrada 
seno ida l y l a s a l i d a o r e s p u e s t a se debe obse rva r también como o t r a 
señal s eno ida l , para poder e s t a b l e c e r l a comparación ent re magnitudes 
y ángu los de de f a samiento . Desafortunadamente en muchos casos e s to no 
es s e n c i l l o , sob re todo cuando e l s i s tema de cont ro l es de na tura l eza 
mecánica. Por l o a n t e r i o r e l método exper imenta l se f a c i l i t a para s i s -
temas e l é c t r i c o s o e l e c t r ó n i c o s , en l o s cua l e s la ap l i c a c i ón de la 
señal de ent rada s e o b t i e n e de un generador de s eña l e s s eno ida l e s y 
l a s curvas de ent rada y s a l i d a se pueden t r a z a r en un g r a f i c a d o r 
e l e c t r ó n i c o o se pueden g r a b a r en l a p a n t a l l a de un o s c i l o s c o p i o de 
dob l e c a n a l . 
9—7 D i a g r a m a s d e B o d e . 
L a s g r á f i c a s d e B o d e s e t r a z a n en p a p e l s e m i l o g a r i t m i c o . Una 
g r á f i c a e s d e r e 1 a c i ó n d e m a g n i t u d c o n t r a f r e c u e n c i a y l a o t r a e s d e 
á n g u l o d e d e f a s a m i e n t o c o n t r a f r e c u e n c i a , a m b a s g r á f i c a s e n c o o r d e n a -
d a s r e c t a n g u l a r e s . P a r a t r a z a r l a f r e c u e n c i a s e u t i l i z a u n a e s c a l a 
l o g a r í t m i c a y p a r a e l á n g u l o y l a r e l a c i ó n d e m a g n i t u d l a s e s c a l a s s o n 
1 i n e a l e s . L a r e l a c i ó n d e m a g n i t u d e s s e e x p r e s a e n d e c i b e 1 e s , a p i i c a n d o 
c o m o y a s e v i ó a n t e r i o r m e n t e l a f ó r m u l a 9—5. 
P a r a t r a z a r l o s d i a g r a m a s d e B o d e d e u n a f u n c i ó n d e t r a n s f e r e n c i a 
q u e t i e n e b á s i c a m e n t e t é r m i n o s c o n s t a n t e s , p o l o s y c e r o s , e l p r o c e d i -
m i e n t o q u e s e u t i l i z a e s e l s i g u i e n t e : s e t r a z a un d i a g r a m a i n d e p e n — 
d i e n t e p a r a c a d a c o n s t a n t e , p a r a c a d a p o l o y p a r a c a d a c e r o - Una v e z 
o u e s e t i e n e n l a s g r á f i c a s i n d i v i d u a l e s , l a s c u a l e s s e o b t i e n e n c o n 
r e l a t i v a s e n c i 1 l e z , s e o b t i e n e l a g r á f i c a t o t a l , a p r o v e c h a n d o e l h e c h o 
d e q u e l o s p r o d u c t o s d e m a g n i t u d e s en d e c i b e l e s o l o g a r i t m o s s e 
c o n v i e r t e n e n s u m a s y l a s d i v i s i o n e s e n r e s t a s . De l a m i sma f o r m a s e 
r e a l i z a n l a s s u m a s y r e s t a s d e á n g u l o s d e p o l o s y d e c e r o s d e l a 
f u n c i ó n d e t r a n s f e r e n c i a . L o a n t e r i o r s e p u e d e e x p r e s a r m a t e m á t i c a m e n -
t e p o r l a s i g u i e n t e e c u a c i ó n 
S i F ( s ) = F i ( s ) F z ( s ) Fa ( s ) . 
e n t o n e e s 
F ( e r d E j = F i ¡. er. dB ¡ + ' 2 ¡ s n o B ; ( e r dB 5 
P o r 1 o t a n t o p a r a o b t e n e r e l d i a g r a m a d e B o d e d e un3 ^ u n c i c r c e 
t r a n s f e r e n c i a c u a l q u i e r a C ¡; 5 ) /R { s ) , s ó l o e s n e c e s a r 10 g r a f i c a r s?n 
f o r m a , i n d i v i d u a l l a s a m p l i t u d e s y c o r r i m i e n t o s d e c e l o s c ¡ i ^ s r e n -
t e s t i c o s d e t e r m i n e s c u e s e p u e o e n p r e s e n t a r e n u n a f u n c i ó n c o m o i e j a 
y q u e s o n l o s s i g u i e n t e s : 
1«— C a n t i d a d e s C o n s t a n t e s . 
2 . — P o l o s y C e r o s en e l o r i g e n d e l p i a n o c o m p l e j o . 
3 . — P o l o s y C e r o s e n e l e j e r e a l . 
4 .— P a r e s d e P o l o s y C e r o s c o m p l e j o s c o n j u g a d o s . 
L a c u r v a e n d e c i b e l e s c o m p l e t a e s e n t o n c e s l a suma d e l a s c u r v a s 
i n d i v i d u a l e s y l a c u r v a d e f i n i t i v a d e á n g u l o d e d e f a s a m i e n t o e s l a 
suma d e l a s c u r v a s i n d i v i d u a l e s d e c o r r i m i e n t o d e f a s e . 
9 — 7 — 1 . - G r á f i c a s d e C a n t i d a d e s C o n s t a n t e s . 
C u a n d o una f u n c i ó n d e t r a n s f e r e n c i a t i e n e una c a n t i d a d c o n s t a n t e , 
l a c u a l p u e d e b i e n s e r Lina g a n a n c i a K., t e n d r á u n a a m p l i t u d c o n s t a n t e 
en d e c i b e i e s i g u a 1 a 
20 i o g i o K . 
y un á n g u l o d e 0 V . S i l a c o n s t a n t e e s n e g a t i v a — r , t e n d r á una a m p l i t u d 
en d e c i b e l e s i g u a l a 
20 logio|¥ | 
y un á n g u l o d e 18<.> . 
2 L 7 
P o r e j e m p l o s i s e d e s e a t r a z a r l o s d i a g r a m a s d e B o d e d e l a f u n c i ó n 
F = ICO 
la ampl i tud en d e c i b e l e s s e rá m = 20 log io ( lOO ) = 20 [ 2 ] = 4o dB 
v e l ángulo de de fa samiento es 0 = 0 - En la f i a - 9—9 se representan 
l a s dos g r á f i c a s en func ión de l a f r e c u e n c i a . 
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F i a . 9 - 9 . Curva de respues ta a l a f r e c u e n c i a para F = 100 
Si se t r a t a de a r a f i c a r l o s diagramas de Bode para la función 
la magnitud en d e c i b e l e s s e r á m = 20 log io [ ] = —20 dB 
y e l ángulo de de f a samiento es ¡p — 180° o bien - 1 8 0 ° . En la f i g . 9-10 
se r epresentan l a s dos g r á f i c a s de Bode. 
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F i g . 9 -10 . Respuesta a l a f r e cuenc i a para F = -1/10 
9 - 7 - 2 . - G r á f i c a s d e P o l o s y C e r o s e n e i o r i g e n . 
S e a n a l i z a r á e n p r i m e r l u g a r l a f u n c i ó n d e t r a n s f e r e n c i a más 
s i m p l e q u e s e o u e d e t e n e r d e e s t e t i p o 
F i s ) = s s u b s t i t u y e n d o s = jo> F ( j < o ) = ju> 
L a m a g n i t u d p a r a e s t a f u n c i ó n c o m p l e j a e n d e c i b e l e s s e r á : 
m - 2 0 l o g i o [ F ( s ) ] = 2 0 l o g i o f OJ] dB 
y e l á n g u l o d e d e f a s a m i e n t o <£(u>) = F ( s = j c o ) = 9 0 ° 
P a r a t r a z a r l a g r á f i c a d e m a g n i t u d s e d a r á n v a l o r e s a l a f r e c u e n -
c i a w . S o l o s e r e q u i e r e d a r d o s o t r e s v a l o r e s p a r a o b t e n e r l a g r á f i c a 
p o r e j e m p l o : 
s i to = 1 m = 2 0 l o g i o [ 1 ] = O dB 
s i OJ = 10 m = 2 0 l o g i o [ 1 0 ] = 2 0 dB 
s i o) = l O O m = 2 0 l o g i o [ 1 0 0 ] = 4 0 dB 
En l a f i g . 9 - 1 1 s e r e p r e s e n t a n l a s g r á f i c a s p a r a F ( s ) = s , v s e 
p u e d e o b s e r v a r q u e l a p e n d i e n t e d e l a g r á f i c a d e m a g n i t u d e s d e + 2 0 dB 
p o r d é c a d a . 
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F i g . 9 - 1 1 . G r á f i c a s d e r e s p u e s t a a l a f r e c u e n c i a p a r a F ( s ) = s 
L a s g r á f i c a s p a r a F (. s ) = s 2 s e p u e d e n o b t e n e r c o m o e l d o b l e d e l a s 2 
g r á f i c a s F ( s ) = s , d e b i d o a q u e s = ( s * ' s ) y e n l o g a r i t m o s l o s p r o — 
d u c t o s s e c o n v i e r t e n e n s u m a s . E l m i s m o o r o c e d i m i e n t o e s v á l i d o p a r a 
c u a l q u i e r p o t e n c i a d e ' " s " . 
En l a f i o . 9—12 s e r e p r e s e n t a n l a s g r á f i c a s p a r a F i . s ) = s . S e 
p u e d e v e r q u e l a g r á f i c a d e m a g n i t u d t i e n e una p e n d i e n t e d e 4 0 dB p o r 
d e c a d a ( e l d o b l e d e l a g r á t i c a a n t e r i o r ) y e l á n g u l o e s d e 1 8 0 ° q u e 
t a m b i é n e s e l d o b i e d e l á n g u l o d e l a g r a t i c a 9 - 1 1 . 
^ 
^ 
pendiente • 20 dB/decei 
9—7—2.— G r á f i c a s d e P o l o s y C e r o s en ei o r i g e n . 
S e a n a l i z a r á e n p r i m e r l u g a r l a f u n c i ó n d e t r a n s f e r e n c i a más 
s i m p l e q u e s e o u e d e t e n e r d e e s t e t i p o 
F ( S ) - s s u b s t i t u y e n d o s = jco F(JOJ) - jco 
L a m a g n i t u d p a r a e s t a f u n c i ó n c o m p l e j a e n d e c i b e l e s s e r á : 
m = 2 0 l o g i o [ F ( s ) ] - 2 0 l o g i o f co] dB 
y e l á n g u l o d e d e f a s a m i e n t o <p(co) = F ( s = j c o ) = 9 0 ° 
P a r a t r a z a r l a g r á f i c a d e m a g n i t u d s e d a r á n v a l o r e s a l a f r e c u e n -
c i a ¿o. S o l o s e r e q u i e r e d a r d o s o t r e s v a l o r e s p a r a o b t e n e r l a g r á f i c a 
p o r e j e m p l o : 
s i « = 1 m = 2 0 l o g i o f 1 ] = 0 dB 
s i (o = 10 m = 2 0 l o g i o f ÍOJ = 2 0 dB 
s i o> = 1 0 0 m = 2 0 l o g i o [ 1 0 0 ] = 4 0 dB 
En l a f i g . 9—11 s e r e p r e s e n t a n l a s g r á f i c a s p a r a F ( s ) = s , y s e 
p u e d e o b s e r v a r q u e l a p e n d i e n t e d e l a g r á f i c a d e m a g n i t u d e s d e + 2 0 dB 
p o r d é c a d a . 
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F í q . 9 - 1 1 . G r á f i c a s d e r e s p u e s t a a l a f r e c u e n c i a p a r a F ( s ) = s 
L a s g r á f i c a s p a r a F ( s ) = s 2 s e p u e d e n o b t e n e r c o m o e l d o b l e d e l a s 
g r á f i c a s F ( s ) = s , d e b i d o a q u e s = ( s ) ' s ) y e n l o g a r i t m o s l o s p r o — 
d u c t o s s e c o n v i e r t e n e n s u m a s . E l m i s m o p r o c e d i m i e n t o e s v á l i d o p a r a 
c u a l q u i e r p o t e n c i a d e " s " . 
En l a f i g . 9 - 1 2 s e r e p r e s e n t a n l a s g r á f i c a s p a r a F ( 5 ) = s . S e 
p u e d e v e r q u e l a g r á f i c a d e m a g n 1 t u d t i e n e una p e n d 1 e n t e d e 40 dB p o r 
d é c a d a ( e l d o b l e d e l a g r á f i c a a n t e r i o r ) y e l á n g u l o e s d e 1 8 0 ° q u e 
t a m b i é n e s e l d o b i e d e l á n g u l o d e l a g r a f i c a 9—11 . 
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F i g . 9 - 1 2 . G r á f i c a s d e r e s p u e s t a a l a f r e c u e n c i a p a r a F ( s ) = s 
L a s g r á f i c a s d e r e s p u e s t a a l a f r e c u e n c i a p a r a l a f u n c i ó n c o m p l e j a 
F ( s ) = 
- i 
s e p u e d e n o b t e n e r c o m o l a s g r á f i c a s n e g a t i v a s d e F ( s ) — s , t a n t o l a 
m a g n i t u d e n d e c i b e l e s c o m o e l á n g u l o d e d e f a s a m i e n t o . En l a f i g . 9—13 
s e r e p r e s e n t a n l a s d o s g r á f i c a s p a r a F ( s ) — l / s . 
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F i g . 9 — 1 3 . G r á f i c a s d e r e s p u e s t a a l a f r e c u e n c i a p a r a F ( s ) = l / s 
En l a f i g . 9 - 1 3 s e v e q u e l a p e n d i e n t e d e l a g r á f i c a d e 
e s d e - 2 0 d B / d e c a d a y e l á n g u l o e s d e - 9 0 , c u y o s 
n e g a t i v o s d e l a f i g . 9 - 1 1 . 
v a l o r e s 
m a g n i t u d 
s o n l o s 
9 - 7 — 3 . — G r á i i c a s d e p o l o s y c e r o s 
Como p r i m e r e j e m p l o d e e s t e 
s i g u i e n t e f u n c i ó n : 
e n e l e j e 
t i p o d e 
r e a l . 
función se a n a l i z a r á la 
F i s . r = 
s u b s t i t u y e n d o s = jco s e c o n v i e r t e en F ( j o o ) = 1 + j 
co 
a 
P a r a o b t e n e r 1 a s g r á f i c a s d e m a g n i t u d y á n g u l o s e h a r á e 1 a n á l i s i s 
d e l a f u n c i ó n p r i m e r a m e n t e c u a n d o co « a . ( a e s u n a c a n t i d a d c o n s t a n t e ) 
S i e l v a l o r d e co e s mucho m e n o r q u e " a " , i p o r l o m e n o s d i e z v e c e s 
m e n o r ) l a c a n t i d a d i m a g i n a r i a d e l a f u n c i ó n c o m p l e j a s e p u e d e d e s p r e — 
c i a r p o r l o q u e 
F ( j c o ) = 1 
L a m a g n i t u G 
E l á n g u l o 
m = 2 0 l o g i o [ F ( j co) ] = 2 0 l o g i o [ 1 ] = O dB 
<p = /F ( j c o ) = / 1 = o 
S i a ñ o r a e l v a l o r d e co » a i p o r le 
l a c a n t i d a d r e a l d e l a f u n c i ó n c o m o i e . 
c i a r s i r . i n c u r r í - " e n m u c ^ c e r r - . ^ r , c o r 
m e n o s a i e z v e c e s m a v o r co • u e a 
a ( c s e a e l i ¡ s e p u e d e d e s p r e — 
1c q u e 
% J co i — j 
L a m a g n i t u d m = 
E l á r t g u i c <p = 
C u a n d o co — a 
2 0 l o g i o [ - ¡. j ai > ] = 2'.» i o c i o -
/ F u CO.: = / J co/ a = 9 0 ° 
bj 
= 2 0 [ l o g co — l e g a ] 
L a m a g n i t u d m 
m 
= 2 o l o g [ F ( j co) ] = l o g [ i + j l ] = 2 0 l o g V 
= 2 0 [ 0 . 1 5 0 5 ] = 3 . 0 1 dB 
E l á n g u l o <p = / F ( j co ) = / 1 + j 1 = 
t a n t o l a s c u r c a s 
" - 1 4 - . ¡_a c u r v a 
r e a l e s c o m o l a s a p r o x i m a d a s s e 
d e m a a n i t u d e n d e c i b e l e s st 
p r e s e n t a n e n la-
p u e d e a p r o x i m a r 
b a s t a n t e a u n a r e c t a a l o l a r g o d e 0 dB h a s t a co = a , p u n t o l l a m a d o 
v e r t i c e d e T r s c u e n c i a o r o d i l l a d e l a g r á f i c a . L u e g o una r e c t a i n e l i — 
n a d a h a c i a a r r i b a c u a n d o co e s mavo . - q u e " a " c o n u n a p e n d i e n t e d e + 2 0 
d B / d e c a d a d e co. A l u t i l i z a r l a g r á f i c a a p r o x i m a d a , e l e r r o r m á x i m o q u e 
s e c o m e t e e s t a r á e n e l v é r t i c e d e f r e c u e n c i a (o> = a ) , d o n d e e l v a l o r 
r e a l d e l a m a g n i t u d e s d e 3 . 0 1 d e c i b e l e s . 
En l a p r á c t i c a c a s i s i e m p r e s e u s a l a g r á f i c a a p r o x i m a d a , p e r o s i 
s e d e s e a m a y o r e x a c t i t u d , l a g r á f i c a s e p u e d e m o d i f i c a r l i g e r a m e n t e d e 
t a l modo o u e l a m a g n i t u d en l a r o d i l l a s e a d e 3 d e c i b e l e s . 
L a g r á f i c a d e á n g u l o d e d e f a s a m i e n t o e s a p r o x i m a d a , c o n un e r r o r 
m á x i m o d e 6 ( a p r o x i m a d a m e n t e ) . E l e r r o r m á x i m o s e p r e s e n t a e n t r e l o s 
v a l o r e s d e a / l O y a . l o m i s m o e n t r e a y 1 0 a , c o m o s e i n d i c a e n l a s 
g r a f i c a s d e l a f i g u r a 9 — 1 4 . 
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F i a . 9 - 1 4 . R e s p u e s t a a l a f r e c u e n c i a p a r a F ( s ) = ( s + a ) / a , . a p o s i t i v a 
S i s e q u i e r e o b t e n e r l a r e s p u e s t a a l a f r e c u e n c i a p a r a l a f u n c i ó n 
c o m p l e j a 
F ( s ) = 
a s / a + 1 
l a s g r á f i c a s s e r á n l a s c u r v a s n e g a t i v a s d e ( s + a ) / a d e b i d o a q u e l a s 
d o s f u n c i o n e s d e t r a n s f e r e n c i a s o n i n v e r s a s e n t r e s i -
En l a f i g . 9 - 1 5 s e r e p r e s e n t a n l a s g r á f i c a s d e B o d e p a r a l a 
f u n c i ó n c o m p l e j a 
F ( s ) = 
s + 1 0 
10 
En l a f i o . 9—16 s e r e p r e s e n t a n l o s d i a g r a m a s d e B o d e p a r a l a 
f u n c i ó n c o m p l e j a 1 . 
F ( s ) - . t ' l 0 
En l a s f i g u r a s 9 — 1 7 y 9 - 1 8 s e r e p r e s e n t a n l o s d i a g r a m a s d e B o d e d e 
l a s s i g u i e n t e s f u n c i o n e s c o m p l e j a s 
F ( s ) = 
s ~ 1 0 
- 10 F ( s ) = 
- 10 
s - 1 0 
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F i a . 9 -15 . Respuesta a l a f r e c u e n c i a para F ( s ) = ( 10)/10 
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F i g . 9 -16 . Respuesta a l a f r e c u e n c i a para F ( s ) = 10/ (s + 10) 
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F i g . 9 -17 . Respuesta a l a f r e c u e n c i a para F ( s ) = ( s -
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9 18. Respuesta a l a f r e c u e n c i a para F ( s ) 1 0 ) / 
- 1 0 ) 
9—7—4.— G r á f i c a s de Bode Compuestas. 
S i s e t r a t a de g r a f i c a r l o s d iagramas de Bode para l a s i g u i e n t e 
f unc ión comple j a 
F í s ) " 5 l 10 
primeramente s e t r a t a de descomponer l a F ( s ) en f a c t o r e s para l o s 
c u a l e s l a r e s p u e s t a sea ya conoc ida y por l o tanto se pueda t r a z a r 
f á c i l m e n t e . P o r e j emp lo l a F ( s ) s e puede r e p r e s e n t a r en l a s i g u i e n t e 
fo rma : 
F ( s ) = [ ~ ] O I s + 1 Q ] 
l a s cu rva s para cada uno de l o s té rminos i n d i v i d u a l e s se representan 
en l a f i g . 9—19. La suma de t odas l a s c u r v a s i n d i v i d u a l e s nos 
p ropo rc i ona l a s c u r v a s g e n e r a l e s de toda l a f u n c i ó n de t r a n s f e r e n c i a 
completa , como s e i n d i c a en l a f i g . 9—20. 
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F i g . 9—19. Respuesta a l a f r e c u e n c i a de l o s términos i n d i v i d u a l e s 
de l a f unc i ón comp le j a F ( s ) = [ j ^ ] ( s ) [ — — — J Q - ] 
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F i a . 9-20, Respuesta g ene ra l de f r e c u e n c i a pa ra F ( s ) = + 10 
9—7—5.— G r á f i c a s para pa res de Po l o s y Ceros Comple jos Conjugados . 
Como primer e j emplo de e s t e t i p o de f une iones se e s tud ia rán l a s 
g r a f i c a s de l a r e s p u e s t a a l a f r e c u e n c i a de l a s i g u i e n t e función 
c o m p l e j a : 
F ( s ) = COn 
2 2 S + 2C WnS + OOn 
Para v a l o r e s muy pequeños de co comparados con e l v a l o r de ton, a l 
s u b s t i t u i r s = jto en l a func ión F ( s ) , l o s términos que contienen la 
v a r i a b l e " s " se pueden d e s p r e c i a r , por lo que l a magnitud de F ( s ) s e r á 
F ( s = j oí ) = ton = 1 
O 0 con 
p o r l o que l a magnitud en d e c i b e l e s es de ce ro y e l ángulo de d e f a s a -
mi en to es de c e r o g r a d o s . 
Para v a l o r e s muy g randes de co comparados con e l v a l o r de con, a l 
s u b s t i t u i r s = jw en l a f unc ión F ( s ) , tenemos: 
F ( s = j w ) = COn Con COn 
2 2 
( j c o ) + 2 £ w n ( JCO) + con — 00 O co 
q u e co r r e sponde a una r e c t a de pendiente i gua l a - 40 dB/década 
c o r r i m i e n t o de f a s e de 180°. 
un 
Cuando co = ton . a l s u b s t i t u i r s j w la F ( s ) se c o n v i e r t e en: 
F ( s = j co) = w " 2 w n 2 
(jtOn)2 + 2£cOn ( j COn) + tOn2 - ton2 + 2£ j COn2 + con2 j 2£ 
para l a función a n t e r i o r , l a magnitud en d e c i b e l e s t i e n e un v a l o r de 
m = 20 log io ^ 
y e l ángulo de de fa samiento e s i g u a l a - 90°. 
En la f i g . 9 -21 se r ep re sen ta l a respuesta a l a f r e c u e n c i a en 
magnitud y en ángu lo de de fasamiento para d i f e r e n t e s v a l o r e s de l a 
r e l a c i ó n de amortiguamiento C- Se hace notar que para v a l o r e s de C - 1 
l o s po los son r e a l e s , no comple jos , por l o que s e pueden a p l i c a r en 
e s t e caso l o s métodos ya e s tud i ados para po los ub i cados en e l e j e 
r e a l . 
F i g . 9 - 21 . Respuesta a l a f r e cuenc i a para F ( s ) con po los 
comple jos con jugados . 
Se anal i z a r á n en segu ida1 as g r á f i c a s de Bode de la s i g u i e n te 
func ión de t r a n s f e r e n c i a c o m p l e j a : 
F ( s ) » L « ! 2 ( V _ 9 ) 
s 2 •+• 2Cs + 40 O00 
Con e l p r o p o s i t o de f a c i 1 i t a r l a const rucc ión de l a s g r á f i c a s , l a 
f unc ión F ( s ) s e puede descomponer en f a c t o r e s de l a s i g u i e n t e forma: 
F< = > - [ 5 ¿ ] [ — S S ~ S S S 1 < ' - 1 0 ) 
s + 20s + 4O OOO 
El pr imer término 1/40 t i e n e una ampl itud de —32 dB y un ángulo de 
O .E l segundo término s i l o comparamos con e l caso genera l ya 
a n a l i z a d o en l a s e cc i ón a n t e r i o r . 
ton — T 40 000 = 20O 
1 ademas 2£Wn = 400£ = 20 de donde C - 20 
Con e s t o s d a t o s l a s g r á f i c a s s e pueden t r a z a r basándose en l a s 
cu rvas r e p r e s e n t a d a s en l a f i g . 9—21. Las g r á f i c a s completas sepueden 
ve r en l a f i g . 9 - 2 2 . 
F i g . 9 22 . G r á f i c a s de r e spue s t a a l a f r e c u e n c i a para 
F ( s ) = 1000/(s 2 + 20s + 40000) 
9—7 — ¿3.— ftocoximaciún de De sv i a c i one s . 
Cuando se t r a t a de t r a z a r l o s diagramas de Bode de una func ión que 
t i e n e pares de r a i c e s complej as con jugadas , pr imero se t razan 1 os 
d iagramas aproximados mediante l i n e a s r e c t a s y pos te r io rmente se c o r r í 
gen l a s aprox imac iones - La f i g . 9—23 muestra l a s magnitudes de c o r r e c -
c ión n e c e s a r i a s para l a s aprox imaciones de l a r e spues ta en f r e c u e n c i a 
de r a i c e s comple j as con jugadas . 
1 1 
'L i = 0.05 
f 
r = o i -? = 02 
T 
-
. A r = ü 4 
-
"x^f = n fi 
f = 08 
1 
f - i.O 
! 1 0.01 0.02 0.04 0.06 0.1 0.2 0.3 0.60 8 | 2 3 4 5 6 7 8 10 20 
F i g . 9 -23 . Curvas de co r r ecc i ón de g r á f i c a s de r e spues t a en 
f r e c u e n c i a de r a i c e s comple j as con jugada s . 
Como un e jemplo de a p l i c a c i ó n s e t r a za rán l a s g r á f i c a s de Bode de 
l a s i g u i e n t e func ión comp l e j a : 
F ( s ) = 1200 _ ( 1 0 ) [ i o o j 
s 2 + 2s + 100 s 2 + 2s + 100 
Para e l primer término constante i g u a l a 10. l a magnitud es de 20 
d e c i b e l e s , y e l ángu lo de de fasamiento es de 0 o . 
Para el segundo término que cont i ene po los comp le j o s , 
wn = / 100 = 10 2Cwn = 20C = 2 C = 1/10 
Con l o s datos a n t e r i o r e s se pueden t r a z a r l a s aproximaciones por 
l i n e a s r e c t a s , como s e i n d i c a en la f i g . 9—24. Se aproximan primero 
l o s pa res de r a i c e s comp le j a s con jugadas , como s i f ue ran c r i t i c amente 
amort iguaoas , de la forma 
ÎOO _ r 10 1 
1 s + 10 1 s + 20s + lOO 
La aproximación de l a g r á f i c a de magnitud s e r á de O dB (+ 20 dB por e l 
f a c t o r constante de 10) para e l v é r t i c e de f r e cuenc i a co = 10. de a l l í 
en ade l an te l a g r á f i c a e s una rec ta con una pendiente de -40 dB/década 
La aproximación angu l a r es de <_> hasta « = 1, después la g r á f i c a b a j a 
a -9C°en co = 10 y s i g u e ba j ando hasta -180°en o> = lOO. De a l l í en 
a d e l a n t e , l a g r á f i c a a n g u l a r se mantiene en 180°. 
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F i g , 9 -24 . G r á f i c a s ce respuesta a l a f r e cuenc i a para 
F ( s ) = 1000/(s2 T 2s + 100) 
Las c o r r e c c i o n e s de l a f i g . 9 -23, para C = 1/10 se ap i i can luego a 
l a s curvas aproximadas para proporc ionar el r e su l t ado f i n a l de la f i g . 
9 -24 . 
Como e jemplos i l u s t r a t i v o s se representan a lgunas g r a f i c a s para 
f unc iones comple j as en l a s f i g u r a s 9 -25 , 9-27 v 9-28. 
j_ I 10 100 1000 u —» 
10 
F i g . 9 - 25 . Diagramas de Bode para F ( s ) = 100/ (s 2 + s + 100) 
s 
> 
\ 
I 10 100 1000 
10 
Fxg . 9 -26 . Diagramas de Bode para F ( s ) = ( s Z + s + 100)/100 
s 
_l_ I IO 100 1000 W - * 
10 
F i g . 9 -27 . Diagramas de Bode para F ( s ) = 100/ ( s 2 - s + 100 ) 
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F i g . 9 -28 - Diagramas de Bade para F ( s ) = ( s — s + 1O0 ) /100 
Otro e jemplo de d iagramas de Bode se c o n s i d e r a r á con la s i g u i e n t e 
func ión de t r a n s f e r e n c i a comp l e j a : 
F ( s ) « * + 8 
2 S 
la cual se puede descomponer en l o s s i g u i e n t e s f a c t o r e s : 
F ( s ) = CB>[ g Z V + 8 
La función de t r a n s f e r e n c i a t i e n e c e r o s comp le jo s con jugados cuyas 
curvas son l a s n e g a t i v a s de l a s cu rva s ya t r a z a d a s para po los 
comple jos . t 
un = / 8 = 2 .83 
2C<*>n = 5.66C = 1 
C = 0.177 
con e s t o s datos se pueden t r a z a r l a s cu rva s de l diagrama de Bode que 
se representan en l a s f i g u r a s 9-29 y 9—30. 
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F i a . 9 -29 . Curvas aproximadas de r e spue s t a a l a f r e c u e n c i a 
para l a F ( s ) = ( s Z + s + 8 ) / 8 . 
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Fie. 9-30. Curvas aproximadas de respuesta a la frecuencia 
para la F(s) =(5Z+ s + 3 ) / s . 
9 - 7 - 7 A n á l i s i s de datos experimentales. 
Como ya se d i j o con anterioridad, los métodos de respuesta a la 
frecuencia se pueden aplicar en forma experimental para obtener las 
funciones de transferencia de sistemas de control . Este procedimiento 
es muy importante sobre todo en casos en donde las expresiones matema-
ticas de las funciones de transferencia son d i f í c i l e s de obtener en 
forma puramente teórica. 
Como un ejemplo consideremos que al apl icar el método experimental 
a un sistema de control, se han obtenido los siguientes resultados de 
ganancia en decibeles y corrimiento de fase como se indican en la 
tabla 9—3-Los datos de la tabla se ut i l i zan para trazar los diagramas 
de Bode del sistema que se representan en la f i g - 9—3i. 
Una vez que se tienen las gráficas, se pueden trazar una serie de 
lineas rectas as intót icas tanto para la magnitud comopara el ángulo 
de defasamiento. Midiendo las pendientes de las rectas y ios vértices 
en las frecuencias correspondientes, es posible obtener una función de 
transferencia. Para la f i g . 9-31 , la función de transferencia 
aproximada es: 
F(s) = lé>[ s + 15 ^ s + 150 J = (O _ 05s + 11(0-007 + 1) 
labia 9-3. Datos exDerimentales de 
Ganancia Cun iiiucnio Je 
i 10 U*B) f(,sc (¿rudos) 
60 377 -7.75 - 155 
50 314 - 43 - 150 
40 251 -0.2 - 1-15 
35 219 0 75 - 140 
25 157 5 16 -135 
20 126 7.97 - 120 
16 100 10.5 -110 
10 63 15.0 - HH) 
7 4-1 16.9 - S5 
25 16 20.4 _ 45 
1.3 21.6 - 30 
0.22 1.3S 24 0 - 5 
0.16 1.0 24.1 0 
d e c e n a 
0 1 0.2 0 3 
p e n d i e n t e — 4 5 ° / i l e c c n a 
i 2 3 4 5o IO :oj'o mu :uu 300 louo^ ooo 
Fig . 9—31. Incorporación de datos experimentales para el anál is is 
de la respuesta a la frecuencia. 
s>-7-8-— Problemas Propuestos. 
9-1.— Dibujar las curvas de respuesta a la frecuencia (magnitud y 
ángulo de defasamiento) de las siguientes funciones de transfe— 
rencia complejas: 
(a) F(s) = —3s 
(b) F(s) = 1 
(c) F(s) = 
(d) F(s) = 
(e) F(s) = 
Cf) Fís) = 
(g) F(s) = 
( h) F (s} = 
(i1» F í s ) = 
(j ) F ( s ) = 
s + 1000 
1 
(s + 10)3 
lOOOs 
( s + 4 ) ( s + 10) 
s - 10 
lO 
100 
¡Z+ s + 100 
10 
Z - 4-5 + 3o 
(s + 10i 2 
s2 + 20s + 100 
s 2 - 2s + 100 
sZ+ lOOs + 100 
9-B- - Margen de Ganancia y Margen de Fase. 
9 - ü - l . - Análisis de la Estabilidad Relativa de un Sistema de Con trol. 
Se ha mencionado va que la uti l idad práctica de un sistema de 
control depende del grado de estabilidad que éste tenga. No basta por 
lo tanto saber que un sistema es estable, debemos ademas saber el 
grado o medida de su estabilidad, en otras palabras se trata de 
conocer que tan cerca o que tan lejos está un sistema de perder su 
estabi1idad. Esto último es lo que se denomina Estabi1idad Relativa y 
su magnitud se puede determinar aplicando los métodos de respuesta a 
la frecuencia. 
Cualquier sistema de control de laso cerrado se puede representar 
en su forma canónica como se muestra en la f ig . 9—32.y cuya función 
de transferencia es 
C( s) _ S(s) 
R(s) " 1 + G(s)H(s) 
iD^Hr 
1 ins) <—1 _______ 
Fig. 9—32. Sistema de Control Retroa1imentado. 
supongamos que en dicha sistema de control, el valor de la función 
S(s) = ^ ^ y el valor de H(s) = 1 
(s + l ) 3 
como se indica en la f i g . 9-33. 
ll[s) 
I 
r.{ o 
G ( j ) = 
10Ü 
(í*l)5 
il = I 
l'U) —& 
Fig. 9—33. Ejemplo de un sistema retroalimentado. 
Para determinar s i el sistema en general es estable, se modificará 
el diagrama de bloques de la f ig - 9—33 como se índica en la f i g . 9—34. 
Se ha agregado un bloque en la trayectoria de la retroalimentación con 
una ganancia igual a K. La función de transíerencia del sistema de 
control representado en la f i g . 9—34 es: 
V( -> . G ( S , _ __ J 
R ( s) 1 + KS(s)H(s) 
flis) CU) = 100 <»• O3 
ttll 
K // - l • 
Fig, 9-34. Sistema de control retroalimentado. 
Substituyendo los valores de Gis) y de H(s) en la ecuación 9—11 
tenemos: 
100 
Y(S> = (5 + 1> 3 = 100 
1 + [ _ 1 2 0 ] K " ( m + 1 ) - + 1 0 0 K 
í s + l ) 3 
A continuación se hará, un a n á l i s i s de la estabilidad en la ecua— 
ción 9—12 cuando l a ganancia var ia de cero a uno. 
S i la ganancia K = O 
Y ( s ) 100 
R í s ) (s - l ) 3 
fácilmente se puede observar que la función de transferencia es 
estable ya que tiene tres polos en s — —1 (en el semiplano izquierdo 
del plano complejo). 
S i la ganancia K = ^ 
1000 
Y (s) 100 _ 100 
R Í S Í (s + l ) 3 + 100[ ^ ^ ] s3 + 3s 2 + 3s + 1 . 1 
apiícando el c r i t e r i o de Routh a la ecuación característica anterior 
se tienes 
s 3 - 2 _ i + 0>S 1.1 = O 
2.63 
1.1 
1.1 
De acuerdo con e l c r i t e r i o d e Routh. e l s istema es E s t a b l e . 
S i l a ganancia e s K — ^ lOO 
Y ( s ) lOO lOO 
R Í S ) <s + l ) 3 + i o O [ s 3 + 3s 2 + 3s + 2 
Ap l icando e l c r i t e r i o de R o u t h a l a ecuación c a r a c t e r í s t i c a 
s 3 + 3s2 -t- 3s + 2 = O 
1 3 
3 2 
TT 
Por l o tanto e l s i s - tema s i gue s iendo E s t a b l e . 
S i l a ganancia e s K = • — l a ecuación c a r a c t e r í s t i c a e s : 
s 3 + 3 s 2 + 3s + 11 = O 
Apl icando e l C r i t e r i o de Routh a la ecuación a n t e r i o r 
1 
3 
-0 .66 
11 
3 
11 
De acuerdo con e l c r i t e r i o d e Routh. e l s istema con K = 1/10 es ya 
un s istema I n e s t a b l e , por l o s c a m b i o s de s igno en la primera columna. 
El a n á l i s i s a n t e r i o r nos i n d i c a que hay un v a l o r de la ganancia K, 
en t r e cero y uno que es e l v a l o r l i m i t e máximo que puede tener antes 
de caer en la i n e s t a b i l i d a d e l s i s t e m a . A cont inuación se determinará, 
e l v a l o r 1ími te máximo de l a gananc i a K, ap i i cando de nuevo e l 
C r i t e r i o de Routh. 
S i la ganancia del s i s t ema d e cont ro l es K, su ecuación c a r a c t e — 
r í s t i c a e s : 
1 + IOOK 
( s + 1 ) 
= O 
1 
3 
8-lOOK 
3 
1+lOOK 
ís + 1 ) " + IOOK = O 
j3 + 3s 2 + 3s + 1 + IOOK = 
s 3 + 3s2 + 3s + (1 + IOOK) 
(1 + IOOK) 
O 
= O 
La e s t a b i 1 idad se puede ob t ene r i gua l ando l a f r a c c i ó n de la 
primera, columna a c e r o . 
8 - IOOK = O 
8 - IOOK = O 
K = 0 .08 
El r e s u l t a d o a n t e r i o r q u i e r e d e c i r que v a l o r e s mayores de K = 0 .08 
producen i n e s t a b i l i d a d , como ya s e hab i a encontrado con K = 1/10. 
En l a f i g . 9—35 s e r ep r e sen tan l o s d iagramas de Bode de l mismo 
s i s tema de c o n t r o l de l a ecuación 9—12, para v a l o r e s de K i g u a l a 
1/1000 , l / lOO , l /10y 1. Como s e puede o b s e r v a r e l diagrama de ángu lo 
de de f a s amien to no cambia con e l v a l o r de K, pero l o s d iagramas de l a 
magnitud son de i g u a l fo rma, pero l a g r á f i c a se va moviendo hac i a 
a r r i b a cuando K va aumentando. 
En la g r á f i c a de l ángu lo de de f a samiento hay un v a l o r de 
f r e c u e n c i a importante que o c u r r e cuando e l ángu lo e s i g u a l a + 180°y 
que según l a g r á f i c a co r re sponde a una f r e c u e n c i a co - 3 .17 . S i s e 
t r a z a una 1inea v e r t i c a l en e s t a f r e c u e n c i a , corta a l a s g r á f i c a s de 
magnitud en +20 dB con K =1, 0 dB con K = 1/10, - 2 0 dB con K = 1/100 y 
- 4 0 dB con K = 1/1000. Los v a l o r e s a n t e r i o r e s son muy importantes ya 
que son l a base para de te rminar e l margen de gananc ia de un s i s tema de 
c o n t r o l . Se puede d e c i r que con K = Í/IOOO tenemos un margen de 40 dB 
a n t e s de cae r en l a i n e s t a b i 1 i d a d , con K = 1/100 e l margen se reduce a 
20 dB, en K = l / i o estamos en e l l í m i t e de l a i n e s t a b i 1 i d a d y con K =1 
de p l ano e l s i s tema e s i n e s t a b l e . En conc lu s i ón a l i r s e moviendo l a 
g r á f i c a de magnitud hac i a a r r i b a s e va perd iendo poco a poco la e s t a -
b i l i d a d de l s i s t ema . 
uu 
•:« 
o 
-2Ú 
- 4 o 
-60 
\ 
\ 
\ 
|UU 
1 
i o 
\ 
( a ) 
100 
K -
IUUU 
• 6 0 
+40 
• 2 0 
Oilb 
- 2 0 
- 4 0 
-60 
\ 
V 
I X .. 
100 10 
K-
100 
( b ) 
+6Ú 
+40 
+20 
0 db 
- 2 0 
- 4 0 
- 6 0 
\ 
\ 
N 
1 
100 10 
3.17 
( c ) 
10 
*-7o 
100 10 * 
F l 9 • 9 -35 . Diagramas de Bode de la ecuación 9 -12 , para d i f e r e n t e s 
v a l o r e s de la constante K. 
9—8—2.— Márgen de Gananc ia . 
Como ya se mencionó, e l márgen de Gananc i a y e l Márgen de Fase son 
dos i n d i c a d o r e s impor tantes para d e t e r m i n a r l a e s t a b i l i d a d r e l a t i v a de 
un s i s tema de c o n t r o l . E s t o s dos márgenes s e pueden obtener f á c i l m e n t e 
a p a r t i r de l o s d iagramas de Bode. 
El Margen de Ganancia s e mide en d e c i b e l e s y se i d e n t i f i c a en l o s 
d iagramas de Bode como l a c an t i dad de magnitud a b a j o de O d&, en donde 
e l ángu lo de de f a s amien to es de —180 . A l a f r e c u e n c i a que c o r t a l a 
g r á f i c a de Bode a n g u l a r e l v a l o r de —180° s e l e 1lama f r e c u e n c i a de 
c ruce de f a s e o f r e c u e n c i a de t rans ie ió »n f á s i c a . 
En l a f i g . 9—36 s e r ep resentan l o s d i ag ramas de Bode de un s istema 
de c o n t r o l con un Margen de Ganancia d e 8 dB que s e presenta cuando l a 
f r e c u e n c i a es « 4 r a d / s e g . El Márgen de Ganancia en e s t e caso nos 
i n d i c a que e l s i s t e m a e s e s t a b l e y puede aumentar su ganancia hasta 8 
dB an te s de c a e r en l a i n e s t a b i l i d a d . S i l a g r á f i c a de magnitud e s t á 
a r r i b a de ce ro d e c i b e l e s a l a f r e c u e n c i a de c ruce de f a s e , e l s istema 
es i n e s t a b l e . Por l o t a n t o s i l a g r á f i c a de magnitud e s t á más a b a j o su 
Margen de gananc ia c r e c e a l i g u a l que s u e s t á b i l i d a d r e l a t i v a . 
(•"rceucucia u¡, rad/s 
F i g . 9—36. D iagramas de Bode de un s i s tema de c o n t r o l . 
El Margen de Ganancia se puede e x p r e s a r matemáticamente como e l 
r e c í p r o c o de G<JW>H<JO» cuando e l á n g u l o de f a s e es de — 1 8 0 . Deno-
minando ojf a l a f r e c u e n c i a de c ruce de f a s e , e l margen de ganancia en 
d e c i b e l e s se exp re sa por l a s i g u i e n t e e c u a c i ó n : 
Maraen de Ganancia en dB = 20 Log — - ¡— 
G < ju)f > H t jo)f > 
Cuando e l v a l o r de G<jtof>H(ja>f> es menor que uno.e i margen oe 
ganancia es p o s i t i v o y se i n t e r p r e t a como Xa ganancia mínima ad ic iona l 
que hará, m e s t a o l e a l s i s t ema . En caso con t r a r i o cuando G<jioOH<jwf> 
es mayor que uno, e l margen de ganancia es negat ivo y se i n t e rp re t a 
como la ganancia mínima que debe r educ i r se para l l e v a r a l sistema a la 
e s t a b i l i d a d . En la F i g . 9—3<S e l margen de ganancia es p o s i t i v o . 
9 -8—3. - Margen de Fase . 
El Margen de Fase también se puede obtener directamente de los 
diagramas de Bode y es l a d i f e r e n c i a de ángulos ent re -180° y e l 
ángulo que se forma a la f r e c u e n c i a correspondiente a 0 dB en l a 
g r á f i c a de magnitud, como se i nd i c a en la f i g . 9—3ó. En e s t e caso e l 
Margen de Fase es p o s i t i v o y es i gua l a 40 , l o que nos ind ica un s i s -
tema de cont ro l e s t a b l e . Si e l Margen de Fase f u e r a nega t i vo , lo cual 
se p r e s e n t a r l a s i l a g r á f i c a de ángulo e s tuv i e r a más a b a j o , nos 
i n d i c a r l a un s istema i n e s t a b l e . 
Para determinar l a e s t a b i l i d a d de los s is temas es conveniente 
e s t a b l e c e r tanto e l Margen de Fase , como e l Margen de Ganancia, los 
cua l e s deben s e r p o s i t i v o s en s i s temas e s t a b l e s . Para asegurar una 
buena e s t a b i l i d a d r e l a t i v a , l o cual se t r aduc i r á en un comportamientc 
s a t i s f a c t o r i o del s is tema de c o n t r o l , los v a l o r e s de l Margen de Fase 
deben e s t a r comprendidos e n t r e l o s 30°y los LO , mientras que e l 
v a l o r del Margen de Ganancia debe s e r mínimo de 6 r e c í b e l e s . 
'-'-9.— C r i t e r i o de Nvquist. 
Es t e es o t r o método de a n á l i s i s que se ouede usa r oara p r e d e c i r l a 
e s t a b i l i d a d de s i s t e m a s de c o n t r o l - En secc iones a n t e r i o r e s va se e s — 
tud i a ron 1os d iag ramas de Bode que son g r á f i c a s en coordenadas rectan — 
g u i a r e s . Los d iag ramas en l o s que se basa e l a n á l i s i s de s i s temas por 
medio de l c r i t e r i o de N y q u i s t como se verá más ade l an te son g r á f i c a s 
en coo rdenadas p o l a r e s . Esto por lo tanto es o t r a forma de ver g r á f i c a -
mente l a r e s p u e s t a a l<a f r e c u e n c i a de un s i s tema de c o n t r o l . 
La p r e d i c c i ó n de l a e s t a b i l i d a d de l o s s is temas de cont ro l 
mediante l a a p l i c a c i ó n de l c r i t e r i o de Nyqu i s t es ampliamente 
u t i l i z a d o en l a p r á c t i c a . El uso de l a g r á f i c a en coordenadas po l a r e s 
e l i m i n a l a nece s i d ad de encont r a r l a s r a i c e s de l a ecuación c a r a c t e r í s -
t i c a d e l s i s t ema y e l i m i n a l a neces idad de c a l c u l a r l a t rans formada 
i n v e r s a de L a p l a c e como s e hace en e l a n á l i s i s de l a r e spues t a t r a n s i -
t o r i a . De t a l manera que l a g r á f i c a en coordenadas p o l a r e s es una t é c -
n i c a que nos a h o r r a t r a b a j o en e l a n á l i s i s de l comportamiento dinámico 
de l o s s i s t e m a s de c o n t r o l . 
La g r á f i c a en coordenadas p o l a r e s o diagrama de Nyqu i s t e s b a s t a n -
te s imp l e de u s a r para c a s i todos l o s s i s temas de c o n t r o l . Sin embargo 
para poder en t ende r e l método e s n e c e s a r i o primero e s t u d i a r a lgunos 
p r i n c i p i a s matemáticos que son l a base de e s t e a n á l i s i s . 
9-9—1.— La Ecuac ión C a r a c t e r i s t i c a y l a E s t a b i l i d a d . 
C u a l q u i e r s i s t ema de c o n t r o l de l a z o ce r r ado puede r e p r e s e n t a r s e 
en s.u forma canón ica por medio de un diagrama de b loques como se 
i n d i c a en l a f i g . 9—37. La func ión de t r a n s f e r e n c i a de lazo ce r r ado es 
C( s ) = Gf s ) 
R ( s ) 1 + G ( s ) H ( s ) 
+ 
O Gis! 
C s! 
) ' 
1 — 
F i g . 9—37. S is tema de Contro l en su forma Canonica. 
La Función de t r a n s f e r e n c i a de lazo a b i e r t o es G ( s ) H ( s ) y l a suma 
de 1 •+• G ( s ) H ( s ) i g u a l a d a a c e r o s e denomina ecuación c a r a c t e r i s t i c a 
de l s i s t e m a . L a ecuac ión c a r a c t e r í s t i c a se puede r e p r e s e n t a r en la 
s i g u i e n t e f o rma : 
1 + G < „ H C S , - i + - - S i s i ^ j p i - _ o 
o b ien D ( s ) + N ( s ) = O (9 -14 ) 
La ecuación 9 -13 se ou.ede m o d i f i c a r representando 1 + G ( s ) H ( s ) 
como e l coc i en te de dos po l inomios f a c t o n z a d o s . 
1 + G ( s ) H ( s ) = + r i ) ( s + rz> 
( s + r a ) ( s +• r b ) ( s + r e ) . . . . 
donde (s + n) y (s + r2) son los factores del numerador D(s) +• N(s) y 
(s + ra), (s +• rb) y (s + re) son los factores del denominador D(s). 
La ecuación c a r a c t e r í s t i c a del s istema se puede r e p r e s e n t a r en 
forma genera l como 
í s + r i ) ( s + r2) ( s + rn) = O ( 9 - 1 6 ) 
l o s v a l o r e s de s = -i-í¡» —r2, . . . . - m son l a s r a i c e s de l a ecuación 
c a r a c t e r í s t i c a . Cuando " s " toma c u a l q u i e r v a l o r que sea una r a i z de la 
ecuac ión c a r a c t e r í s t i c a , l a func ión de t r e n s f e r e n c i a C ( s ) / R ( s ) se hace 
i n f i n i t o . Por o t r o l ado l a s r a i c e s de l a ecuación c a r a c t e r í s t i c a tam-
bién s e pueden l l amar como l o s ce ros de 1 + G ( s ) H ( s ) . Además se puede 
d e c i r que l o s c e r o s de D ( s ) , es d e c i r , —ra,—rb y —re de la ecuación 
( 9 - 15 ) s on l o s po los de 1 + G ( s ) H ( s ) , es d e c i r l o s v a l o r e s de " s " para 
l o s c u a l e s 1 + G ( s ) H ( s ) se hace i n f i n i t o . 
Pa ra que e l s i s tema de cont ro l r ep re sen tado en l a f i g . 9—37 tenga 
e s t a b i l i d a d , todas l a s r a i c e s de l a ecuación c a r a c t e r í s t i c a deben s e r 
números r e a l e s n e g a t i v o s o números comple jos con componentes r e a l e s 
n e g a t i v a s . Las r a i c e s de l a ecuación c a r a c t e r í s t i c a [ o l o s ce ros de 
1 + G ( s ) H ( s ) ] s e pueden g r a f i c a r en e l plano comple jo como se ind i c a 
en l a f i g . 9—38. El e j e imag ina r i o d i v i d e a l p lano comple jo en dos 
p a r t e s ( l a mitad derecha y l a mitad i z q u i e r d a de l p l a n o ) . Las r a i c e s 
de l a ecuación c a r a c t e r í s t i c a que se encuentran en l a mitad de la dere 
cha conducen a l s i s tema a l a i n e s t a b i 1 i d a d ( po r e jemplo +2 ± j l ) y l a s 
r a i c e s que se encuentran en l a mitad i z q u i e r d a de l p lano conducen a un 
s is tema e s t a b l e ( po r e jemplo —3 ± j 2 ) . 
Im 
-3 4y2 
r -
1 1 1 
2 
i r 2 + 
i i l i - 3 -2 1 -1 
i 1 2 3 1 1 • -1 -±2-j 1 1 
1- - -2 
— 3 -j2 
F i g . 9 - 38 . E s t a b i l i d a d en e l plano comple jo . 
De acuerdo con e l a n á l i s i s a n t e r i o r , e l procedimiento para i n v e s -
t i g a r l a e s t a b i l i d a d de un s is tema es buscar c e r o s de 1 +- G ( s ) H ( s ) o 
r a i c e s de la ecuación c a r a c t e r í s t i c a en la mitad derecha del p l ano . Si 
no hay r a i c e s en l a mitad derecha de l p lano , e l s istema es e s t a b l e -
Lógicamente es imprác t i co v c a s i imoos ib l e i n v e s t i g a r cada punto 
en ia mitad derecha de l plano s . oor l o que se hace n e c e s a r i o i d ea r un 
método más b r e v e . El p r oced im i en to oara examinar l a mitad derecha del 
p lano s v l a e x p l i c a c i ó n de e s t e procedimiento en la g r á f i c a de 
coordenadas p o l a r e s es l o que s e e s t u d i a en e l s i g u i e n t e tema. 
9—9—2.— Mapeo de Contornos . 
S i se t i e n e l a f unc i ón de t r a n s f e r e n c i a de un s istema de c o n t r o l , 
expresada por l a s i g u i e n t e e c u a c i ó n : 
• ( 5 + Z 1 ) ( S + Z 2 ) . . . . ( 5 + Z n i ) F ( s i = —• — : ; — ( n ;> m ) ( s + o i ) ( s + p z ) . . . . ( s + pn) 
en donde —zi. — zz. . . . —zm son l o s ce ros v — oí . —p2, . . . . -pn son los 
oo l o s de l a f unc i ón comp l e j a .En l o s Do los . l a función F ( s ) no es 
a n a l í t i c a , es d e c i r , l a f u n c i ó n no e x i s t e n i e x i s t en sus d e r i v a d a s , 
oor l o aue a e s t o s puntos se l e s l lama puntos s i n g u l a r e s o 
s i n g u l a r i d a d e s de la f u n c i ó n . 
S i se t r a z a un contorno a r b i t r a r i o en e l p lano " s " . como se ind i ca 
en l a f i g . 9—39, de t a l forma que no pase por ninguna s i n g u l a r i d a d de 
l a func ión y s e e v a l ú a a é s t a en cada uno de l o s puntos del contorno, 
l a g r á f i c a de F ( s ) s e r á también una t r a v e c t o r i a c e r r a d a . cuyas 
c a r a c t e r í s t i c a s e s t án de te rminadas por e l l u ga r que ocuoan l o s ce ros y 
l o s po l o s en e l p l ano complej o . 
F i a . 9 -39 - Contorno a r b i t r a r i o en e l plano " s " y en p lano F ( s ) . 
En la f i g . 9—40 se r e p r e s e n t a l a ub i cac ión de los po los v los 
c e r o s de una f unc i ón comple j a - Pa ra cada v a l o r de s . por e jemplo so. 
l a func ión F ( s ) se puede r e p r e s e n t a r por un punto, cuya l o c a l i z a c i ó n 
en e l p lano F ( s ) e s t á dada p o r : 
F ( s o ) = I F ( s o ) I / F ( so ) 
=n donde: ^ . 
- Ti I L. 5 0 
F'.so) = * 
S o + p j 
^ F t s o ) = / s o + 
F i g . 9—40. Contorno en e l P l a n o s v en e l P lano F ( s ) 
para una f u n c i ó n comple j a . 
Como se puede ob se r va r en l a f i g u r a , cada f a c t o r con t r i buye con su 
magnitud y su ángulo de f a s e a l v a l o r de l a f u n c i ó n . 
En e l plano " s " . l o s f a c t o r e s e s t á n r ep resentadas por v e c t o r e s d i -
f e r e n c i a . que van de l o s ce ro s y l o s p o l o s a l punto en e l cua l se va a 
e v a l u a r l a f unc i ón , por e j emp lo , l o s términos s© + z i . s© + zz y s©+pi 
s e representan en l a f i g . 9 - 40 . 
S i se va lúa a F ( s ) en e l contorno C . r e c o r r i é n d o l o en l a d i r e c c i ó n 
i n d i c a d a , después de una r evo luc i ón comple ta , l o s v e c t o r e s que van 
desde l o s po los y l o s ce ro s que no s e encuentran rodeados por e l con-
to rno . mantienen cons tante su c o n t r i b u c i ó n en ángulo a l l u ga r de la 
func i ón - Pero e l v ec to r que se o r i g i n a en e l ce ro - 2 2 , por e s t a r 
dent ro del contorno , incrementa su á n g u l o en 360° .Por e s t a razón l a 
g r á f i c a rodea a l o r i g en de l p lano F ( s ) . en la misma d i r e c c i ó n que e1 
contorno C en s , sob re e l cua l se ha v a l u a d o l a f u n c i ó n . S i en lugar 
de haberse rodeado un c e r o , se t u v i e r a un po lo . es ev idente que e l 
vec to r o r i g i n a d o en é s t e , c o n t r i b u i r ! a también con 360 . pero 
n e g a t i v o s , a l a g r á f i c a de l a f u n c i ó n , l o cual s i g n i f i c a que e l lugar 
F ( s ) rodea a l o r i g e n , pero en s e n t i d o c o n t r a r i o a l a d i r e c c i ó n del 
contorno C. S i un po lo y un ce ro f u e r a n rodeados por e l contorno . 1 as 
c o n t r i b u c i o n e s de ángulo en ambos s e anulan y e l l uga r de F ( s ) no 
e n c i r c u l a r l a e l o r i g e n . 
El número de e n c i r c u l a m i e n t o s a l r ededo r del or igen en e l plano F 
e s t á determinado por la d i f e r e n c i a de l número de ceros ( Z ) y e l número 
de po 1 os (P ) que son rodeados p o r e l contorno en " s " . Esto se puede 
r e p r e s e n t a r mediante la s i g u i e n t e ecuac ión : 
N = Z - P 
S i N es p o s i t i v a , e l o r i g e n de l plano F ( s ) se rá rodeado en la 
misma d i r e c c i ó n que e l contorno en e l plano " s " , y s i l a d i f e r e n c i a N 
es n e g a t i v a , e l rodeo del o r i g e n en F se rá en sent ido c o n t r a r i o , e s t o , 
independientemente de l s e n t i d o que se haya dado a l contorno en " s " , ya 
s e a e l mismo s e n t i d o de g i r o d e l a s manec i l l a s de l r e l o j o c o n t r a r i o . 
Cuando e l rodeo en e l plano F e s en e l mismo sent ido que e l del 
conto rno en " s " , se d i c e que e l o r i g e n y l a región rodeada por el 
l u g a r de F ( s ) e s t á i n c l u i d a y s i e l rodeo es en sent ido c o n t r a r i o , 
e s t á e x c l u i d a . 
F i g . 9 -41 . E jemplo de P l ano " s " y Plano F, Inc lu ido y E5<ciuido. 
9—9—3.— Proced imiento de N y q u i s t . 
Una vez que ya s e ha comprendido l o que es e l Mapeo de Contornas, 
e s t u d i a d o en l a secc ión a n t e r i o r (9—9—2), ya se tienen l a s bases nece -
s a r i a s para entender e l p roced imiento del C r i t e r i o de Nyquis t . 
Como ya s e sabe c u a l q u i e r s i s t ema de cont ro l de lazo cer rado se 
puede r e p r e s e n t a r con un d iagrama de bloques como se ind ica en la f i g . 
9 - 4 2 . 
Fig. 9-42. Sistema de Control de Lazo Cerrado. 
L=» Función de T r a n s f e r e n c i a de l 
9 -42 està, dada po r : 
C< s ) 
s istema reDresentado en 
G ( s ) 
l a f i q . 
R ( s ) 1 + G ( s ) H ( s ) 
Como ya se sabe también, e l s istema es e s t a b l e cuando l a s r a i c e s 
de la ecuación c a r a c t e r í s t i c a están l o c a l i z a d a s en e l semiplano 
i z q u i e r d o del p lano como le jo , pudiendo s e r r e a l e s o comp le j a s , pero 
s iempre n e g a t i v a s . El término 1 + G ( s ) ( H ( s ) que se r ep r e sen ta r á como 
F ( s ) se conoce como Ecuación C a r a c t e r í s t i c a de l s is tema y se puede 
e x p r e s a r matemáticamente en l a s i g u i e n t e forma: 
F ( s ) = 1 + G ( s ) H ( s ) = ( S + Z l ) ( S + Z 2 ) • . . ( 5 + Z m ) 
( S + p i ) ( S + P 2 ) . . . (S+pn) ( 9 -15 ) 
En donde —zi. —zz, . . . .—Zmy—pi?—pz, — pn son respect ivamente 
l o s ce ros y l o s po l o s de l a ecuación c a r a c t e r í s t i c a o F ( s ) . 
I gua lando a ce ro F ( s ) se pueden c a l c u l a r l a s r a i c e s de l a ecuación 
c a r a c t e r í s t i c a . 
F ( s ) = 1 + G ( s ) H ( s ) = ( s + z i ) ( s + 2 2 ) ( S + Z m ) 
De donde r e s u l t a que l o s c e r o s de F ( s ) son l a s r a i c e s de l a ecuación 
c a r a c t e r í s t i c a , que también vienen s i endo l o s po los de l a func ión de 
t r a n s f e r e n c i a de l a z o c e r r ado C ( s ) / R ( s ) . 
El producto G ( s ) H ( s ) se denomina func ión de t r a n s f e r e n c i a de l azo 
a b i e r t o , s i se d e s p e j a de la ecuación 9—15, tenemos: 
G ( s ) H ( s ) = F ( s ) - 1 = ( S + Z 1 ) (S + Z2 ) . . . ( S-t-Zn ) - ( s 
Í S + Q l ) ( S + P 2 ) 
• p l ) ( B+Q2 ) 
( S + D n ) 
. . ( s + D n ) 
Como se puede ob se r va r a l comparar e s t a ú l t ima ecuación con l a 9—15. 
l o s oo lo s de l a f unc ión de t r a n s f e r e n c i a de l azo a b i e r t o G ( s ) H ( s ) son 
también l o s po l o s de l a ecuación c a r a c t e r í s t i c a F ( s ) = 1 + G ( s ) H ( s ) . 
Es tos conceptos son muv importantes para poder comprender mejor e l 
c r i t e r i o de e s t a b i 1 i d a d cuyo a n á l i s i s se ve rá a cont inuac ión . 
Suponiendo que se t r a z a un contorno en e l plano " s " como se 
muestra en l a f i g . 9—43, e l cua l rodea completamente la reg ión r ea l 
p o s i t i v a de l p lano comple jo . A e s t e contorno aue no debe pasar por 
ninguna s i n g u l a r i d a d ( p o l o ) de F ( s ) , se l e denomina t r a y e c t o r i a de 
Nyqu i s t . Plano 
F i g . 9 -43 . T r a y e c t o r i a de Nvqu i s t 
S i s e v a l ú a a F ( s ) a l o l a r g o de l c on to rno , e l l uga r de l a función 
rodeará e l o r i g e n de l p lano F, t a n t a s v e c e s como l a d i f e r e n c i a de 
ce ros y po los " que s e h a l l e n en e l semip lano derecho de l p lano 
comple jo , e s t o e s : 
N = Z - P 
S i N> O, e l o r i g e n de l p l ano F s e r á rodeado N veces en e l mismo 
s e n t i d o , que e l camino de N y q u i s t en e l p l ano " s " , s iendo por l o tanto 
e l s i5tema i n e s t a b l e . Pa ra a s e g u r a r l a e s t a b i 1 i d a d de un s i s tema , no 
debe haber n i un s ó l o c e r o de F ( s ) en e l semip lano derecho del p lano 
comple j o . 
S i N< O, e l o r i g e n de l p l ano F s e r á rodeado N v ece s , pero ahora 
en s e n t i d o c o n t r a r i o a l de l camino de N y q u i s t . Como N nos i n d i c a l a 
d i f e r e n c i a de po los y c e r o s , para que un s i s tema sea e s t a b l e , e l 
número de rodeos N debe s e r i g u a l que e l número de p o l o s , e s t o e s Z=Q. 
S i N = 0, e l o r i g e n de l p l ano F no s e r á rodeado por e l l uga r de 
F ( s ) . En e s t e caso para que e l s i s t e m a s e a e s t a b l e , tanto Z como P 
deben s e r i g u a l e s a c e r o . 
Debido a que l a f unc i ón de t r a n s f e r e n c i a de l a zo a b i e r t o G ( s ) H ( s ) 
es más f á c i l de t r a z a r que l a F ( s ) y s i e n d o sus l u g a r e s geométr icos 
i d é n t i c o s , s a l v o una t r a s l a c i ó n d e l e j e Jco, e l c r i t e r i o de e s t a b i l i d a d 
de Nyqu i s t se d e f i n e gene ra lmente con r e s p e c t o a la g r á f i c a G ( s ) H ( s ) . 
Como G ( s ) H ( s ) = F ( s ) — 1, e l o r i g e n de l p lano F corresponde a l punto 
( - 1 , JO) de l p lano G ( s ) H ( s ) , de t a l manera que l o s rodeos en e l plano 
GH no -se r e f e r i r á n a su o r i g e n , s i n o a l punto ya mencionado ( - 1 , JO ) . 
S iendo l o s p o l o s de G ( s ) H ( s ) i g u a l e s a l o s de F ( s ) , l a t r a y e c t o r i a 
de Nyqu i s t t r a z ada en e l p l ano F ( s ) p a r a la ecuación c a r a c t e r í s t i c a , 
se puede a p l i c a r a l a f unc i ón de t r a n s f e r e n c i a de l a z o a b i e r t o GH. En 
la mayoría de l o s s i s t e m a s f í s i c o s r e a l e s , sus f unc iones de 
t r a n s f e r e n c i a de l a z o a b i e r t o son e s t a b l e s , es d e c i r no t ienen po los 
en e l semiplano de recho de l p l ano c o m p l e j o , de t a l forma que P = O. 
Por l o tanto e l número de rodeos de l punto (—1, JO) por e l lugar 
de G ( s ) H ( s ) , e s t a r á determinado por e l número de c e r o s que se 
encuentren en l a r e g i ó n , e s to es N = Z. A s i , un s i s tema s e r á e s t a b l e 
s i e l punto ( - 1 , JO) no es rodeado por e l l u g a r de G ( s ) H C s ) . Como l o s 
rodeos de l punto (—i ,JO) deb idos a l o s c e r o s , s i es que l o s hay, 
s e r i a n en l a misma d i r e c c i ó n de l camina de N y q u i s t , e s t o e s inc luyendo 
l a reg ión y e l punto mencionado, se acostumbra d e c i r que cuando e l 
s i s tema es e s t a b l e , e l punto (—1, JO) no e s t á i n c l u i d o . En l a f i g . 9-45 
se muestran l a s g r á f i c a s de c i e r t o s l u g a r e s G ( s ) H ( s ) , con l a s que se 
Para e l s i s tema e s t a b l e mostrado a l a i z q u i e r d a en l a f i g . 9 -45, 
e l punto (—1,J0 ) , no e s t á rodeado n i i n c l u i d o por e l l uga r de 
G ( s ) H ( s ) . En cambio, para e l o t r o s i s tema mostrado a l a derecha en l a 
misma f i g u r a , e l punto (—1,JO) es rodeado e i n c l u i d o dos veces por e l 
l u g a r de G ( s ) H ( s ) , de t a l manera que s i P=0, se t ienen dos ceros 
( r a i c e s de l a ecuación c a r a c t e r i s t i c a ) en e l semiplano derecho de l 
p lano comple jo , de donde se o r i g i n a su cond ic ión de i n e s t a b i l i d a d . 
9—9—4.- C r i t e r i o de Nyqu i s t S i m p l i f i c a d o . 
Cuando l a función ' de t r a n s f e r e n c i a de l a zo a b i e r t o t i e n e sus po los 
s i t u a d o s a l a i z q u i e r d a de l e j e J&> de l p lano comple jo , e s t o es P — O, 
l o cua l o cq r r e en l a mayoria de l o s c a s o s , no e s n e c e s a r i o eva lua r 
toda 1 a t r a y e c t o r i a de Nyqu is t para determinar l a e s t a b i 1 i d a d ; basta 
simplemente con t r a z a r e l l u ga r de G ( s ) H ( s ) para e l tramo que va desde 
e l o r i g e n del plano " s " , hasta s +Jo>, e s t o e s . de u = O 'a w c*. 
A e s t e procedimiento se l e l lama C r i t e r i o de Nyqu i s t S i m p l i f i c a d o 
y su a p l i c a c i ó n dá l u ga r a l d e s a r r o l l o de g r á f i c a s como l a s que se 
muestran en la f í g . 9—46. 
F i a . 9—46. G r á f i c a s de l C r i t e r i o de Nyqu i s t S i m p l i f i c a d o . 
La f i a 9—46 de l a i z q u i e r d a r e p r e s e n t a un s i s tema e s t a b l e ya que 
l a t r a y e c t o r i a de N y q u i s t no i n c l u y e e l punto c r i t i c o (—1-JO), por e l 
c o n t r a r i o , l a f i a 9 -46 de l a derecha r e p r e s e n t a un s i s tema i n e s t a b l e 
cuya t r a y e c t o r i a i n c l u y e e l punto ( — l . J O ) . 
Cuando l a T r a y e c t o r i a de N y q u i s t c ruza exactamente e l punto 
( — l . J O ) , e s t o s i g n i f i c a que e l s i s t ema t i e n e c e ro s de F ( s ) que son l o s 
po los de l a z o c e r r a d o en e l e j e Jto. l o cual dará o r i g en a una 
r e spues t a o s c i l a t o r i a para c u a l q u i e r se f í a l a que se someta e l s i s tema. 
Estos s i s t e m a s s e denominan marg ina lmente e s t a b l e s ya que están a l 
borde de l a i n e s t a b l i d a d , por l o que pract icamente se pueden 
c o n s i d e r a r como s i s t e m a s m e s t a b l e s . E n l a f i g . 9-47 se r ep re sen ta un 
s i s tema marg ina lmente e s t a b l e . 
F i g . 9—47- S is tema de Cont ro l Marginalmente E s t a b l e . 
9 - 9 - 5 . - Ap l i c a c i ón del C r i t e r i o de 
A cont inuac ión se es tud ia rán a l 
i l u s t r a r l a a p l i c a c i ó n del C r i t e r i o 
Nyqu i s t -
•unos e jemplos que s e r v i r án para 
de E s t a b i l i d a d de Nyqu i s t . 
Ejemplo Nal.—Se desea determinar l a e s t a b i l i d a d del s istema 
r e t roa l imentado cuya función de t r a n s f e r e n c i a de l a s o a b i e r t o e s : 
G < S > H <*> " S ( T S K + 1) 
s iendo K y T cant idades r e a l e s p o s i t i v a s . 
En primer lugar se puede ver que l o s po los de G ( s ) H ( s ) , que son 
l o s mismos de F ( s ) están ub icados en e l semiplano i z q u i e r d o del p lano 
comple jo , por l o que s i hay enc i rcu lamientos del punto (—i,JO) s e r á 
debido a l a ub icac ión de los ce ros de F ( s ) . 
En la f i g . 9—48 se r epresenta la ub i cac ión de l o s po los de la 
f unc ión , a s i como e l contorno de Nyqu i s t , que para no pasar por e l 
polo que s e encuentra en e l o r i g e n , e f e c t ú a un pequeño s e m i c í r c u l o . 
Como P = O, para determinar l a e s t a b i l i d a d de l s i s t ema , b a s t a r i a 
con e v a l u a r a l a func ión en e l tramo de l camino de Nyqu i s t , que va 
desde u> = O hasta to —^ +cx , s in embargo, para i l u s t r a r l a a p l i c a c i ó n 
completa , e l a n á l i s i s se hará en toda l a ex tens ión de l contorno. 
Va sea que se cons ide re toda la t r a v e c t o r i a o solamente una p a r t e , 
s e r i a d e seab l e tomar un gran número de v a l o r e s de " s " , para tener una 
g r á f i c a más exacta de l a func ión , s in embargo, e l t r a zado a s in t t í t i co 
muchas veces es más que s u f i c i e n t e . 
Si se va lúa la función primeramente a l o l a r g o del e j e i m a g i n a r i o , 
desde e l o r i gen hasta s — + J c x o —— a . se t i e n e : 
G ( s ) H ( s ) = a - 9 0 ° 
u> = O 
G ( s ) H ( s > = O —180° 
a> —^ a 
E) l u ga r de G ( s ) H ( s ) para e l tramo que va d e s d e e l o r i g en hasta 
- J a o co — — a , es s imét r i co a l l u g a r a n t e r i o r . En l a f i g u r a 9—49 
ouede ver e l t r a z o de l o s dos tramos ya mencionados . 
F i g . 9 - 49 . Diagrama P a r c i a l de N y q u i s t 
Para e v a l u a r a l a func ión en e l pequeKo rodeo a l—rededor de l 
o r i g e n , l o s puntos que forman la t r a y e c t o r i a s e r ep resentan por medio 
de un v e c to r g i r a t o r i o . 
S = pe j© 
La magnitud de p 
v a r i a desde - 90 °ha s t a +90° 
se cons i de r a muy pequeña ( p — O ) y su ángulo de f a s e 
de t a l manera que e l v e c t o r se de sp l aza 
un ángulo de 180 en s e n t i d o c o n t r a r i o a l de l a s m a n e c i l l a s del r e l o j . 
Subst i tuyendo e l v a l o r de " s " en G ( s ) H ( s ) tenemos: 
G ( s ) H ( s ) 
s = p e ^ 
K K 
p e j e ( T p e j 0 1) T 2 2 >e Tp e pe JÉ? 
s i e l v a l o r de p t i ende a ce ro (como se c o n s i d e r ó ) , 
a n t e r i o r se puede s i m p l i f i c a r en l a s i g u i e n t e f o rma : 
G ( s ) H ( s ) 
s=pe pe jS 
s a e -ye 
l a expres ión 
Le> tune ion G ( s ) H ( s ) por Jo tanlo es un c^m.ic írcu Jo. cuvfl madn i tud 
tiende a inf in ito ux) v su anoulo de -tase va cte + 90" a En la l i o 
v-L'U se? muestra el tramo del camino de Nvquist v su luoar aoométrico 
en plano de la función GH(s). 
El ú l t imo tramo de l camino de N y q u i s t en e l que f a l t a e va l ua r a 
G ( s ) H ( s ) . e s e l lugar de *'s" en e l q u e e l r a d i o t i ende a i n f i n i t o ( a ) 
v se mueve de +JOJ a -Jw . De manera s eme j ante a l caso a n t e r i o r , l o s 
puntos que forman e s t e tramo se r e p r e s e n t a n por un v e c t o r g i r a t o r i o : 
= P .3® 
Lomo l a magnitud de p t i ende a i n f i n i t o y e l ángulo B v a r i a de +70 a 
- 9 0 " . e l v a l o r de la func ión G í s ) H ( s ) s e r á : 
6 ( s ) H ( s ) K _ z j ze 
Tp e p e j© 
K 
T 2 j20 Tp e 
as O e 
-z¡G 
En l a f i g u r a 9-51 se puede o b s e r v a r e l tramo del camino de Nyquis t y 
e l l u ga r de l a func ión GH. e l cua l e s t á dado por un v e c t o r , cuvo modu-
lo t i ende a ce ro en tanto g i r a 360° en s e n t i d o 
m a n e c i l l a s de l r e l o j . 
c o n t r a r i o a l de l a s 
Ju> 
+ j co 
Plano • 
00 \ 
1 ° 
-joo 
lm GH 
Plono GH 
V I R« GK 
Fig . 9 - 51 . Diagrama d e Nyqu is t P a r c i a l . 
En la f i q . 9-52 se muestra el lugar de Nvqu i s t completo . Como se 
puede o b s e r v a r , e l lugar de G < s ) H ( s ) no rodea , n i i n c l u y e a l punto 
c r i t i c o (—l .JO)por lo que se puede c o n c l u i r que e l s istema de 
cont ro l de l a so ce r rado es e s t a b l e . 
E j emplo No 2 . - S e desea determinar la e s t a b i l i d a d del s i g u i e n t e 
s istema ap l i c ando e l c r i t e r i o de Nyqu i s t . 
G < s ) H ( s ) - K ( T i s + 1) (Tzs + 1) 
en donde K, Ti>Tz son v a l o r e s r e a l e s p o s i t i v o s . E n l a f i g . 9 -53 se 
puede ver l a ub icac ión de los po los de la f unc i ón , a s í como e l camino 
de Nyqu i s t sob re e l cua l se evaluará. . 
4 Jcu 
+ joo 
e=0 
- ico | 
F i g . 9 -53 . T r ayec to r i a de Nvqu i s t 
loual que en e l e jemplo a n t e r i o r , l a "función de t r a n s f e r e n c i a no 
t i ene o o l o s . por lo que P = O . p o r l o que? para determinar la e s t a b i l i -
dad del s i s t ema , b a s t a r l a con a p l i c a r e l C r i t e r i o de Nvqu i s t s i m p l i f i -
cado. e s t o es eva 1 uar G ( s ) H C s ) s ó 1 o en e 1 tramo que va desde uo = +0 a 
to — a . s in embargo, se hará e l t r a z o completo para i l u s t r a r e l c r i t e -
r i o . E l v a l o r de G l s ) H ( s ) para el tramo que va de co = +0 a <*> — a e s t á 
dado por : i , 
G ( s ) H ( s ) = c t / _ 9 0 ° 
| co = +0 1 
G ( s ) H ( s > I - O / -27Q° 
I u> -»-a 
La g r á f i c a de G ( s ) H ( s ) que c o r r e s p o n d e a e s t o s v a l o r e s y su l uga r 
s i m é t r i c o , que r e s u l t a de e v a l u a r l a func ión desde oo—*a hasta o> = -O 
se muestra en la f i g u r a 9—54. 
F i g . 9—54. Diagrama de Nyqu is t P a r c i a l . 
Para e l tramo que va desde —JO a +J0 s e cons i de r a e l v ec to r g i r a t o r i o 
J© s « p e 
En donde p t i e n e un v a l o r muy pequeño (p—0 )y© se desp l aza 180°, 
desde - 9 0 ° a +90 . Subs t i tuyendo e l v a l o r de " s " en GCs )H ( s ) tenemos: 
G ( s ) H ( s ) 
s=pe J 0 p e J ^ ( T i p e j e + l ) ( T 2 p e j e + 1) 
G ( s )HCs ) = -
peJC7[ T i T z p z e z JC? + ( T i +T2 )pe j c r + 1] 
cuando p 0 la exp res i ón a n t e r i o r se puede s i m p l i f i c a r como s i g u e : 
6 ( s ) H í s ) / — = 0< e J 
/ s = pe pe 
El tramo del camino de Nvquist y su l uga r co r r e spond i en te se pueden 
obse rva r en la f i g . 9 - 5 5 . N ó t e s e en e l hecho de que mientras e l l u ga r 
en e l plano " s " se mueve en sent ido c o n t r a r i o a l a s manec i l l a s del 
r e l o j , e l lugar de G ( s ) H ( s ) se mueve en e l mismo s e n t i d o de l a s mane— 
c i l l a s del r e l o j . 
I m GH 
PlQno • 
Sr -JO 
Plono GH 
4 — 
ReGH 
F i g . 9 -55 . Camino de Nyqu is t P a r c i a l . 
Para e l ú lt imo tramo de l camino de Nyqu i s t , en donde " s " va de +Ju a 
-Jw, se cons ide ra e l v ec to r g i r a t o r i o 
s = p e 
en donde p t i ende a i n f i n i t o y e l ángulo de f a s e va de +90°a -90 o .De 
t a l manera que: 
6 ( s ) H ( s ) 
J© j S , ^ Ì& * y s=pe pe (T ipe + l ) ( T 2 p e + 1) 
como p t i ende a i n f i n i t o , entonces : 
e ( s ) H ( s ) 
J0 s = p e T » T 2 p S B j e 
= 0 e - 3 J 0 
En la f i g . 9—56 se muestra e l lugar de l a f u n c i ó n , e l cua l e s t á dado 
por un vec to r con magnitud tend iente a c e r o , en tanto g i r a 540 en 
s en t i do c o n t r a r i o a l a s manec i l l a s del r e l o j . 
En la f i g . 9-57 se representa e l diagrama completo de G ( s ) H ( s ) . El 
s i s tema de con t ro l puede se r e s t a b l e o i n e s t a b l e , dependiendo del 
va 1or de l módulo de la func ión , cuando co r t a e l e j e r e a l n e g a t i v o . Es 
ev iden te que e s to depende de los v a l o r e s que tengan l o s parámetros de l 
s is tema k. Ti y Tz. Por lo genera l Ti y Tz son magnitudes cons tan te s . 
oor l o que la e s t a b i l i d a d del s i s tema e s U determinada por e l v a l o r de 
la gananc ia K. 
Por e j emp lo supondremos que Ti = 1 y Ta « 0 . 5 , en tanto oue K = 5 . 
s ub s t i t uyendo é s t o s va l o r e s , 1 a tune íón 6 ( s )H ( s ) será.: 
Como e l l u ga r de G ( s ) H ( s ) c o r t a al e j e r e a l cuando e s eva luado sob re 
el e j e imag ina r i o de l p lano " s " , s e s u b s t i t u y e l a v a r i a b l e s = Ju> 
BIJUJ)H(JCO) = 
5 
j w ( j w + 1) ( 0 . 5 j co + 1) 
5 
-1.5u>2 + j w ( l - 0 .5w 2 ) 
- i .5u>2 + ju ) ( l - 0.5CÚ2) 
— 1 . 5a>2 - j i o ( l ~ O . 5u)2 ) 
- 1 . 5 w 2 — joo(i — 0 .5w 2 ) 
7 .5 
2.25u>2 + <1 - 0 . 5w2 ) 2 
5(1 - 0 . 3co ) 
2.25w 3 + w ( l - 0. 5io2 ) 2 
Cuando la g r á f i c a de l a función co r t a a l e j e r e a l 
p a r t e imag ina r i a es c e r o , de t a l manera que: 
e l v a l o r de l a 
5 (1 - 0 .5 a) ) 
,25w3 + u>(i - O.5to2 )2 
= O 
de donde 5 - 2.5w = 0 t o = 2 Y <J> = i v T 
Este v a l o r de f r e c u e n c i a es a l cual o cu r r e e l c o r t e de l e j e r e a l . 
Subst i tuyendo to=7^?en l a ecuación de l a f unc i ón , s e ob t i ene l a 
i n t e r s e c c i ó n 
6 ( j Y 2)H(j-/"5") = 7 . 5 
.25x2 + (1 - 0 .5x2 ) 
= 1 . 6 6 
Ap l i cando e l c r i t e r i o de Nyqu is t s i m p l i f i c a d o , se puede ver en l a 
f i g u r a 9 -58 que la g r á f i c a S ( s ) H ( s ) i nc luye e l punto c r i t i c o ( - l , j 0 ) 
por l o que e l s istema de c o n t r o l , para é s t e v a l o r de ganancia , (K=5 ) 
es i n e s t a b l e . 
Im 
P l a n o GH 
KJO) 
u>-» 00 
R* 
u>'0 
F i g . 9—58. Diagrama de Nyqu is t S i m p l i f i c a d o . 
Continuando con e l mismo e j e m p l o , se h a r i e l a n á l i s i s del s is tema 
cuando K = 2. Con é s t e v a l o r de la g ananc l a 
G í s ) H ( s ) = s< -*• 1 ) (O. 5s + 1 ) 
Subst i tuyendo s = j to , tenemos: 
6 ( j u ) H ( j u ) = j u l j w + 1 ) ( O . 5 j u> +1 ) 
G(_1w)H( jto) = -
2.25u>2 + (1 - 0 - 5»u>2 ) 2 
-J 2 ( 1 0 . 5u> 1 
2.25w3 + to(l - O . 5 ) 2 
Haciendo l a pa r t e imag ina r i a i gua l a c e r o , ( d eb i do a l c o r t e de l e j e 
r e a l j s e encuentra que l a f r e c u e n c i a a l a cua l l a func ión c o r t a e l e j e 
r e a l , t i e n e e l mismo v a l o r que en e l c a so a n t e r i o r , es d e c i r co = V 2 . 
De e s t a manera, l a i n t e r s e c c i ó n con e l e j e r e a l v i ene dada por : 
G ( j -/2) H ( j -/2) = 3 
2.25x2 + (1 - 0 .5x2 ) 
= 0.66 
En l a f i g . 9—59 se r ep re sen ta la g r á f i c a d é l a f unc i ón . en donde se 
puede ob se r va r oue e l punto c r i t i c o no es i n c l u i d o por e s t a , por lo 
t anto e l s i s tema es e s t a b l e . 
( -
Im 
Plano OH 
Uj—»CD R< 
F i a . 9 - 59 . Diagrama de Nyqu i s t S i m p l i f i c a d o . 
Del a n á l i s i s a n t e r i o r se desprende que. e n t r e menor sea e l v a l o r 
de l a gananc i a , e l s i s tema es más e s t a b l e . E l v a l o r c r í t i c o de K. e s t o 
es e l máximo v a l o r que puede tomar s i n hacer i n e s t a b l e a l s istema se 
puede obtener a p i i c a n d o e l c r i t e r i o de Routh. 
La ecuación c a r a c t e r í s t i c a del s istema e s : 
0 .5s S + 1 .5s 2 + s + K = O 
El a r r e g l o de Routh es e l s i gu i en te ; 
0 .5 
1 .5 
1.5 - 0.5K 
1 .5 
K 
El rango de e s t á b i l i d a d se ob t i ene de l término f r a c c i o n a r i o i gua l ado a 
c e r o : 
1 .5 - 0.5K 
1 .5 = O de donde K = 3 
El r e s u l t a d o a n t e r i o r s i g n i f i c a que e l s i s tema seré. e s t a b l e s i l a 
ganancia toma v a l o r e s menores de 3. S i K = 3, e l s i s tema s e r á marginal 
mente e s t a b l e í l i m i t e máximo de e s t a b i l i d a d ) . Por ú l t imo para v a l o r e s 
de K mayores de 3, e l s istema es i n e s t a b l e . 
9 - 9 - 6 . - E s t a b i l i d a d R e l a t i v a . 
Se ha mencionado que no basta que un s i s tema tenga e s t a b i l i d a d 
a b s o l u t a , también es muy importante su e s t a b i l i d a d r e l a t i v a . La 
E s t ab i 1idad R e l a t i v a nos i nd i c a que tan cerca o que tan l e j o s e s t á un 
s i s tema de con t ro l de perder l a e s t a b i 1 i d a d , y é s t a se puede d e t e r m i — 
nar a p l i c a n d o e l C r i t e r i o de Nyqu i s t . , 
En la f i g . 9—60 se muestran l a s g r á f i c a s de l a r e spues ta de un 
s i s tema para d i f e r e n t e s v a l o r e s de gananc ia . Obsérvese que s i l a 
ganancia es e l e v a d a , e l l uga r de l a s r a i c e s se aproxima pe l i g rosamente 
a 1 punto c r í t i c o ( - l , j 0 ) , y cuando l a ganancia disminuye e l l u ga r s e 
a l e j a de l punto. Evidentemente cuando l a gananc ia es e l e v a d a , l a esta— 
b i l i d a d de l s is tema s e r á menor. Im 
Plano GH 
l - i , jo) 
/ / Re 
/ / k pvquoAu 
k «•iuvudu 
F i g . 9—60. Diagramas de Nyquist con d i f e r e n t e s ganancias . . 
En general, cuanto más se acerque la qrafica de G l s) H i s ¡ al punto 
c r i t i c o , el sastema renora una respuesta m&s osci latona. Por 1 o tanto 
se puede ut i l i zar la distancia entre el lugar de la función y el punto 
í - l . j O j como una medica de la estabil idad relativa del sistema. Esta 
cistsncia se expresa mediante aos términos denominados margen de "^ ase 
v nargen de ganareis. 
Margen de Ganancia. 
El margen de ganancia se define como el reciproco de G;jw)H(jco) 
cuando el ángulo de fase es de —180°. Si se representa con u>f la fre-
cuencia a la cual ocurre el corte del eje real negativo, el margen de 
ganancia se puede representar como sigue: 
1 G = i 
' " * Gljuf )H(j«í) 
El Margen a e banane i e e presse 3 en deci be les es : 
-t 
C, - G . er DB = HO LOG * bí jü)í )H< jo>f ) 
C'jñ'ioc | S \ j ujf ;ü¡ ; ojí; | es menor- aue 1 , el margen de ganancia es 
positivo v su i'alcr se puede interpretar como la ganancia mínima 
aflicionai , cue nsrá al sistema inestable. En caso contrario cuenco el 
v í iar 5 (j tof;Ki .1 wí; es mayor que une, ei margen pe ganancia es nega— 
tivo y su walor se interpreta como la ganancia mínima, que debe reducir 
se para llevar ai sistema al margen oe la estabilidad. En la f ig. 9-t.i 
se puede ver e¿ margen de ganancia. Es importante observar que para un 
sistema es tac1e, corresponde un margen de ganancia pesitivo. 
Im 
Plono GH 
Fig. . Margen de Ganancia 
Margen de Fase . 
El margen de - fase se d e f i n e como e l ángulo que hay e n t r e e l e j e r e a l 
nega t i vo y el. lugar de la función cuando su módulo es u n i t a r i o . La 
f r e cuenc i a a l a cual ocur re la de f in i r emos por o>g. 
El margen de f a s e se r ep resenta rá por la l e t r a g r i e g a y . s i endo 
Y = 180 + <p «en donde <p es nega t i vo . En la f i g - 9—62 se puede 
ob se r va r e l margen de f a s e tanto para un s istema e s t a b l e como para uno 
i n e s t a b l e . Para un s istema e s t a b l e corresponde un margen de f a s e p o s i -
t i v o (Y > 0 ) y para un s istema i n e s t a b l e un margen de f a s e n e g a t i v o , o 
sea (y < 0>• 
F i g . 9 -62 . Margen de Fase . 
¡ - — C o l e c c i c n d e G r á f i c a s Oe N v a u i 5 1 . 
Ln l a 1 1 a . 9 - o 3 s e r e p r e s e n t e n d i f e r e n t e s a r á f i c a s d e N v q u i s t . L a s 
.s <?n e l p l a n o GH c i r c u n d a d a s p o r l a g r á U c a s e han s o m b r e a d o . 
U) = 0 * 
C U ) / / U > « 7 
Im 
f \ = i 
C U V / U ) = 
I 
/ 
/ 
l . \ 
Im 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
-l / cj = 1 Re 
«-0* 
C ( s W ( ¿ ) 
k 
Im 
X 
1 \ 
-1 Re 
GUVHs) = 
1 1 rg; 
-l MÉ? u s a 1 R í reÉÉr ui-Q J Re 
u) = 0* 
G(s)fHs) - si¡*aXs + b) 
G(s)IHs) = 
( j » f l X j • AHI • <•) 
F i o . 9 - 6 3 . G r á f i c a s d e IMvquist 
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F io . 9-64.— G r á f i c a s de N v a u s i t » c on t inuac i ón ) 
9 -9 -8 .— E j e r c i c i o s . 
1 . - D i b u j a r Xas g r á f i c a s de Nvquis t de l o s s i s t emas de con t ro l con 
l a s s i g u i e n t e s func iónes de t r a n s f e r e n c i a . Una vez t r azada la 
g r á f i c a determinar s i e l s i s tema es e s t a b l e o i n e s t a b l e . 
a ) G ( s ) H ( s ) = * 4 Reso- e s t a b l e 
b> S í s ) H ( s ) ( s + 2 K S + 6 ) R e S P " e s t a b l e 
c ) G ( s ) H ( s ) = - •• • Resp. i n e s t a b l e 
s ( s 2 + 4) 
2 
d; G ( s ) H í s ) = Resp. e s t a b l e 
s 2 + 2s + 10 
o 
e ) G ( s ) H ( s ) ~ Resp. i n e s t a b l e 
s 2 ( s + 3 ) 
2 . - Para los s i g u i e n t e s s istemas de con t r o l r e t r o a l i m e n t a d o s . 
t r a z a r l a s g r á f i c a s de Nvquist y determinar s i l o s s i s temas 
son e s t a b l e s o i n e s t a b l e s . Resp. a ) e s t a b l e b ) i n e s t a b l e 
c ) e s t a b l e . 
9-l<_;.-Grá r i c a s del Módulo en tune ion de l Angu lo . Lugar de BLACK. 
Para t r a z a r é s t a s g r á f i c a s se u t i l i z a n coordenadas r e c t a n g u l a r e s . 
con l a s ordenadas en d e c i b e l e s v l a s a b s c i s a s en g r a d o s . E s t a g r á f i c a 
de la magnitud de una func ión de t r a n s f e r e n c i a en func ión de l ángulo 
de t a s e , con l a f r e c u e n c i a como parámetro s e conoce como "Lugar de 
B l a c k " , ten iendo la v e n t a j a de contener en un s o l o t r azado la i n f o r m a -
ción sob r e la Magnitud o Moduloy l a Fase o Angu lo , en c o n t r a s t e con 
el Lugar de Bode que e s t á formado por dos c u r v a s . 
En l a f i g .9—65 s e r epresentan l a s g r á f i c a s de a lgunos términos , 
cuyo l u ga r se t r a z a genera lmente a p a r t i r de l Lugar de Bode, t r a s l adan 
do l o s da tos de l a s cu rvas de Módulo y de Fase a l P lano de B l ack . 
F i a . 9 -65 . Lugar de BLACK 
^—11.— Lugares de Amplitud Constante "M*1 v F^se Constante "N" en el 
Plano Comolejo. 
A la Magnitud o amplitud de una función de transferencia se le 
representa, con la letra "M". Especialmente tiene una gran importancia 
el valor máxins de la magnitud Mr,y la frecuencia a la cual se 
presenta dicho valor máximo cor. La importancia radica en el hecho de 
que el valor má;;imo Mr, cuaraa una estrecha relación con el 
coeficiente de amortiguamiento, cuvo valor es indicativo de la estabi-
lidad peí sistema. Por otro 1 ado, la frecuencia de resonancia cor es 
una medida de la rapidez de la respuesta de un sistema de control. 
Cuando se está manejando una función de transferencia de orden 
elevado, el trazado de dicha función de transferencia en lazo cerrado 
es bastante laborioso, por lo que la obtención de los valores de Mr v 
cor presentan en estos casos cierta dif icultas. Para determinar estos 
valores apartir de la función de transferencia de lazo abierta se han 
desarrollado algunos metooos, A continuación se analizarán estos méto-
dos « 
9—1i—i,- Lugar de Amplitud Constante "M". 
Un sistema ce control con retroalimantación unitaria y cuya 
función ríe transf erencia de lazo abierto es G(jco), se puede represen — 
tas- por ffedxo oe coorden aoas rec tangu i ares en el p 1 ano compl sj o como: 
S í j w ) = x + j y 
La función d© transferencia de lazo cerrado se puede e s c i b i r como: 
C(jco i _ G( jco) _ + j y 
R(jw) 1 + 6«jco) 1 + >: + j y 
Cuvo módulo se puede representar por M, en donde: 
/ T 2 2 . 2 V . . „ „ 2 X r x f v   « t y M — - , . 1 - o bien M = 1 r 
í 1 + x )2 + y2 ( 1 + x)2 + y2 A 
Agrupando los términos "x"«"y" Y "M", se puede demostrar que se 
cumple con la siguiente ecuación: 
M2 2 2 M2 [x + — } + v2 = - (9-15) 
2 2 2 M - 1 (M - 1 ) 
En seguida se demostrará la ecuación 9—15. Si al estudiante no le 
interesa esta demostración, puede brincar esta parte v continuar el 
anál is is posterior. Para realizar la demostración. primero se desarro— 
11ará }a parte izquierda de la igua1 dad y posterlormente 1a parte de-
recha, s i las dos partes désarroiladas son iguales, la ecuación se 
cumplirâ. 
Subst i tuyendo e l v a l o r de M2 en la p a r t e î z a u i e r d a de la ecuación 9 
tendremos : 
2 2 X + V 
2 2 2 
r M , 2 2 , Í 1+X) + V , 2 2 [ >•' + — ] - V = [ X + -2 — :2 ] + V = 
M - 1 - 1 
î 1 + x ) 2 + v2 
2 2 
+ V 
, . ' 1 + X > 2 + V 2 - 2 2 r X 2 + V 2 , 2 2 [ X + 1 + y = [ X + — 1 + V ? ? ? 9 y 7 J 
y, + V ~ L L + X ) ~ V X - I L + 2 x + X ) 
( 1+X ) 2 + y2 
2 2 2 2 r >• V , 2 , 2 , X +V , 2 2 = [ >•' -*- — ; — ] + V = [ X + ] + V = 
x - 1 -2k - x - 1 -2x 
2 2 2 2 2 
r M I. - l - 2 x ) + X + V , 2 2 r - x -2x + X + V , 2 2 
= £ T ^ i r ^ n ] - v = [ 3 + v = 
2 2 2 - 3 4 _ 2 _ 2 2 4 
— >.' — X + V , 2 2 , X + 2x + x — 2xv —2x V + v - 2 = r • — ' ••—-—] + v = f — -• 1 \ + v = 
< - i " 2 > ! ) . - 1 - 2 . , 2 
x 2 + 2 X 3 + X 4 — 2 X V 2 — 2 X 2 V 2 + V 4 + v 2 ( 1 + 4 x + 4 x 2 ) 
Í—1—2K)Z 
; R 2 + 2 X 3 + X 4 - 2 X V 2 - 2 X 2 V Z + V 4 + V 2 + 4 X V 2 + 4 X 2 V 2 
( — l - 2 x ) 2 
x2 + 2x3 + x4 +2x y 2 +2x2y2 +y4 +y2 Í9 -16 ) 
Í —1—2x)2 
Désa r ro i lando la o a r t e derecha de l a ecuación 9 -15 , tenemos: 
2 2 2 2 X + V X + V 
M Z L L + x ) z + V 2 ( 1 + X ) 2 + V 2 
í t t 2 - l ) 2 X2 + V2 2 x 2 +v 2 - < 1 + x ) 2 - V2 z 
2 2 2 2 <1+X) + v (1+X) + v 
Z 2 2 2 + V X + V 
(1 + X ) 2 + V2 _ ( 1+X ) 2 -«-V2 ( x 2 +v 2 ) r (1+x ) 2 +v 2 1 
x2 + V 2 - 1 -2x -X 2 - V 2 z ( - 1 —2x)2 (—1 -2x ) 2 
7 + ? ^ 9 7 1? 
(1 + X) + V [ a + K) + V ] 
( x 2 + v 2 U l +2x+x z + v21 = x 2 + 2 x 3 + x * + x 2 v 2 + v 2 + 2 x v 2 + x Z v 2 + v 4 
(—1 —2x)2 í —1—2x)2 
x2 + 2x3 +x4 + 2xv2 + 2 2 v2 + v 4 + vZ - i9 -17 ) 
(—1—2x)2 
Comparando l a s dos expres iones 9—16 v 9-17 se conc luye que son 
exactamente i g u a l e s , con lo cual se demuestra e l cumplimiento de l a 
ecuación 9—15. 
Continuando e l a n á l i s i s de l a ecuación 9-15« se puede ver aue con 
excepción del v a l o r de fi = i , d icha ecuación r ep re sen ta l a ecuación 
a l g e b r á i c a de una c i r c u n f e r e n c i a cuyo cent ro está, ub icado en l a s c o o r -
denadas : 
M2 - 1 
y con un r a d i o i gua l a : 
M r — — 
(M2 - 1) 
En l a f i o . 9 -66 se representa una f a m i l i a de cu rvas para d i f e r e n -
tes v a l o r e s de "M" , l o s cua l e s están t abu lados en l a t a b l a 9 - 3 . Cuan-
do e l v a l o r del módulo es i gua l a 1, se t i e n e una r e c t a p a r a l e l a a l 
e j e " v " , que pasa por e l punto x=l/2.Cuando "M" es mayor que 1, l os 
cent ros de l a s c i r c u n f e r e n c i a s se l o c a l izan a l a i z q u i e r d a del punto 
( —1, j 0 ) , por e l c o n t r a r i o , para v a l o r e s de "M" menores que 1, l os c en -
t r o s se l o c a l i z a n a l a derecha . Observese que cuando "M" t i ende a i n — 
f i n i t o , e l cent ro del c i r c u l o t i ende hac ia e l punto c r í t i c o ( — l , j 0 ) y 
su r a d i o t i ende a c e ro . Esto s i g n i f i c a aue e l c o e f i c i e n t e de 
amortiguamiento del s istema de cont ro l se va reduciendo ( tendiendo a 
c e r o ) v por l o tanto también se va perd iendo su grado de e s t a b i l i d a d . 
Tabla 9 - 3 . 
M Centro xs-[M2/lrf- lf l Rodio rs 1 M/MZ-II 
0.5 0.333 0.67 
0.7 0.960 1.37 
1.0 CO 00 
l.l -5.76 5.24 
1.2 -3.27 2.73 
13 - 2.45 1.88 
1.4 -2.04 1.46 
1.5 -1.8 IZO 
i. 6 - 1.64 L03 
1.7 - 1.53 0.90 
1.8 -1.45 O.SO 
1.9 -1.38 0-729 
2.0 - 1.33 0-67 
2.5 - L19 0.48 
3Û - 1.13 0.38 
3.5 - 1.10 0.34 
4.0 -1.07 0.27 
5.0 -1.04 0.21 
^—11—2.— Lugar de ángulo de Fase Constante "N " . 
Las g r á f i c a s de ángulo de f a s e constante de una función de t r a n s f e -
renc ia de lazo cer rado se puede obtener de manera semejante a l a s g r á -
f i c a s de modulo o ampl i tud. Part iremos para e l l o igualmente de l a f u n -
ción de t r a n s f e r e n c i a de lazo cer rado de un s istema de cont ro l con 
re t roa l imentac ión u n i t a r i a s 
C ( s ) _ G ( s ) 
R ( s ) 1 + G ( s ) 
subst i tuyendo s = j u s t i f i c a c i ó n que ya se v i ó anter iormente cuando 
se t r a b a j a en función de la f r e cuenc i a , l a función de t r a n s f e r e n c i a 
C( ju>) _ G (jco) 
R(jo>) 1 + 6 ( j to) 
s i represen tamos G ( j u>) en coordenadas rec t anou la res como G ( j w ) = x + j y 
y denominamos con l a l e t r a 4> a l ángulo de f a s e de l a función de t r a n s -
f e r e n c i a . matemáticamente e l ángulo <p se puede r ep re senta r como s i g u e : 
_ G( jco) _ x + j y 
^ 1 + G ( jw ) 1 + x + j y 
El ángulo 0 también l o podemos r ep resenta r como l a d i f e r e n c i a de dos 
ángu los , e l ángulo del numerador (x + j y ) y e l ángulo del denominador 
( i + >; + v ) como se ind i ca en la s i g u i e n t e ecuac ión : 
-r - i , v , _ - i . y . 
<p = Tan (——) - Tan ( —-— ) ^ x i + v-
Si ca lculamos la. tangente de <p de la ecuación a n t e r i o r , obtendríamos: 
Tan <p = Tan [ T a n " ^ - ^ ) - Tan~*( , ^ ) ] >: 1 + x 
De f in i endo N — Tan $ y ap l icando l a s i g u i e n t e i dent idad t r i g onomét r i -
ca a l a ecuación e n t e r i o r : 
Tan A - Tan B Tan (A - B) = i + Tan A Tan B 
—i y y donde Tan A — Tan [Tan í ) ] = x J x 
y Tan & = Tan [Tan~*( , ^ ) ] = 1 + x * 1 + x 
obtenemos e l v a l o r de N en función de "x " y "y " como se represen ta : 
N = 1 + x 
1 + i - í - T T T 
N = 
y < 1 + x ) - yx 
x ( 1 + x ) 
x ( 1 + x) + y : 
x ( l + x) 
2 2 x + >: + y 
( 9 -18 ) 
La ecuación 9-18 de la oágina a n t e r i o r se puede r e p r e s e n t a r en l a 
s i g u i e n t e forma equ i va l en t e : 
2 2 V 2 z v x + x + y = - o bien x + x + y — —-— = O N N 
2 
s i agregamos e l término (1/4+1/4N )a ambos miembros de la ecuación 
a n t e r i o r tenemos: 
z 2 v ^ l ^ l 1 ^ 1 X -»- X + V — + - • 2— — •+• 2— N 4 4N 4 4N 
reacomodando l o s términos de l a ecuación a n t e r i o r en la s i g u i e n t e 
forma: , „ , 
[X 1 - x - - f ] - [ v 2 - - g - * - - S - I 1 • - H 
podemos l l e g a r f ina lmente a la s i g u i e n t e ecuac ión e q u i v a l e n t e s 
[ * + -É -1 1 * [ V - -¿¡3-] 1 - - H - ü ^ í - M (9 -19 , 
La ecuación 9—19 representa una c i r c u n f e r e n c ¿ 3 con cent ro en 
i i • - , i r N 2 -*- 1 , 1/2 y = - v con un r ad i o i gua l a —^—[. —2 ] 
Por e jemplo , s i en l a ecuación 9—19 e l á n g u l o <p e s i gua l a 30°, e l 
v a l o r de N = Tan (p =Tan 30°=0.577y se puede c a l c u l a r que para un 
ángulo <p = 30°, e l cent ro de l a c i r c u n f e r e n c i a e s : 
x = - 0 .5 , y = 2 ( Q ^ 7 7 ) = O . 8 6 6 
1 - ( • 577)2 + 1 ,1/2 1 r 0 .3329 + 1 -y e l r ad i o es r = — ] = — 3 ] = 1 
í 0 .577) ¿ 0 . ^ 9 
Como la ecuación 9—19 se s a t i s f a c e cuando x = y = O y cuando 
x = —1 y = O, independientemente del v a l o r de N, c a d a c i r c u n f e r e n c i a 
pasa por e l o r igen y por e l punto —i + j 0 . Se p u e d e n t r a z a r f ác i lmente 
l o s l u ga r e s del ángulo <p constante , una vez c a l c u l a d o e l v a l o r de N. 
En l a f i g . 9—67 se representa una f a m i l i a de c u r v a s de ángulo de 
f a s e constante para d i f e r e n t e s v a l o r e s d e l ángu l o^ ) . Además en la 
t a b l a 9 - 4 se dan l o s v a l o r e s de N, cent ro y r a d i o p a r a l o s v a l o r e s del 
ángulo <p. 
Es importante hacer notar que e l lugar de N cons tan te para un 
v a l o r dado de <p« e n r e a l i d a d no es toda l a c i r c u n f e r e n c i a , s ino 
solamente un a r co . En o t r a s p a l a b r a s , l o s a rcos d e 4> — 30 y <p ~ 150 
son p a r t e s de la misma c i r c u n f e r e n c i a . Esto se d e b e a que l a tangente 
de un ángulo se mantiene i gua l s i se afiade i 18D o m ú l t i p l o s de ese 
ángu lo . 
Plano 6 
F i a . 9—67. F a m i l i a de Cu rva s de Anaulo de Fase Constante. 
T a b l a 9 - 4 
0 * 1 8 0 ° m N C « n t r o y s 1 / 2 N. Rodio r s ( i / 2 N ) /R* r r 
- 9 0 - CO 0 . 0 0 . 5 0 0 
- 7 5 - 3 . 7 . 3 2 - 0 . 1 3 4 0 . 5 1 8 
- 6 0 - 1 , 7 3 - 0 . 2 8 9 0 . 5 7 7 
- 4 5 - LOO - 0 . 5 0 0 0 . 7 0 7 
- 3 0 -CL577 - 0 . 8 6 6 1.000 
- 1 5 - Q 2 6 8 - 1 . 6 6 6 1 . 9 3 1 
0 0 .0 0 0 00 
3 0 0 . 5 7 7 0 . 6 6 6 l.OOO 
4 5 1.00 0 . 5 0 0 0 . 7 0 7 
6 0 1 . 7 3 0 . 2 8 9 0 . 5 7 7 
9 0 CO | 0 . 0 0 . 5 0 0 
•21 <1 
r. i uso de los c í r c u l o s lvt v N nos permite h a l l a r l a re spues ta en 
t recuanc i a ae un s i s tema de contro l de lazo ce r rado a p a r t i r de la 
re spues t a en f r e c u e n c i a de lazo a b i e r t o G(_uo) s in tener que c a l c u l a r 
IB maanitud v e l ángulo de rase de la func ión de t r a n s f e r e n c i a de l a zo 
c e r r ado para cada f r e c u e n c i a . L a s i n t e r s e c c i o n e s de los l u g a r e s de 
b( iw) con l o s c í r c u l o s M v N nos dan 1 os val o res de M v N en los 
puntos de f r e c u e n c i a s ob r e e l lugar de G ( j w ) . 
Em la fia.9-68 (a) se representa el lugar de I3(ju>) sobrepuesto a 
una famil ia de circuios M. En la f ig . 9-68 (b) se puede ver el mismo 
lugar Glju) sobreouesto a una familia de círculos N. De estos dos d ia -
gramas se puede obtener la curvas de respuesta en frecuencia de lazo 
le) 
K ia . 9 -68 ( a j G r á f i c a de B l.) w) sobrepues ta a una f a m i l i a de c i r c u i o s M 
( b j G r á f i c a de G ( jw i sobrepues ta a una f a m i l i a de c i r c u i o s N 
(C) Curvas de respuesta en f r e c u e n c i a de l a zo ce r rado 
En la 2 g . v-t>B" a ! se puede ver que e l c i r c u l o de M = 1.1 cor ta 
al 1 uosr 6 ( j uO en un punto cu va f rec uenc i f e s u> — o». Esto s i g n i f i c a 
aue a e s ta r recuenc ia la msgnituo de la f u n c i ó n de t r a n s f e r e n c i a de 
i ; : o cer rado es l . l . También en la misma f i g u r e se puede ver que e l 
c i r c u l o M = 2' es íanoente al lugar Gijco) en oo = . é s t e es un s ó l o 
punto de cruce del :uoar 6(j¡x>) y se l e denomina v a l o r p ico de resonan-
c ia Mr v a la f r e cuenc i a de resonancia s e l e r e p r e s e n t a con cor. En 
es te e jemplo hr = 2 v wr = uv». Como c o n c l u s i ó n importante hay aue 
nacer notar oue el v a l o r pico de r e s o n a n c i a e s siempre el v a l o r de li 
aue corresponde ai c í r c u l o M de menor r a d i o que sea tangente a l 
d i d ü r s f f i s Q E S Í J U Í / . 
9 - 1 0 . - Car tas de N i c h o l s . 
Una oe l a s d e s v e n t a j a s de operar con c o o r d e n a d a s po l a r e s para la 
curva c-e G ( j 'x-) , c o n s i s t e en que d ic na c u —^a no r e t i e n e su forma o r i g i -
ric-i cuando se i n f o o u c s una modi f icac ión s i m ó l e , por ¡ejemplo la varia— 
cion oe la o a n a n n a as lazo oe¿ s i s tema. En l o s problemas ae a i s eñc , 
cs= i siempre es n e c e s a r i o no so lo m o d i f i c a r l a ganancia de l a zo , s ino 
tamDien se r e a u i e r e ag rega r al s istema o r i g i n a l una s e r i e de controla— 
aor?= qb r s t - o s l imentacio" . lo oue o c a s i o n a l a necesidad de 
"ecDn=rr¡ j i r oor compi eto l 3 :urvs G ( j u>) r e s u 1 t a n t e . Para p ropós i tos de 
cisef ío r,o,- le a n t e r i o r r e s u l t a mucho más c o n v e n i e n t e t r a o a j a r con e l 
aiao.-ama de Boae o sea en el dominio de l a magnitud en d e c i b e l e s 
contra e l ángulo de f a s e . Como se r e c o r d a r á en e l diagrama de Bode, l a 
curva oe magnitudes se desp laza hacia a r r i D a y hac ia a b a j o s in distor— 
c l one s , como consecuencia de m o d i f i c a c i o n e s o e l a ganancia de l a zo , 
aaemás l o s d iagramas de Bode pueden m o d i f i c a r s e con mucha f a c i l i d a d 
para tomar en cuenta l a s a l t e r a c i one s de 6 ( j w ) cuando se agregan polos 
v c e r o s . 
Los l uga r e s geométr icos de M y N c o n s t a n t e s en coordenadas po l a r e s 
se pueden t r ans fo rmar s in mucha d i f i c u l t a d a o t r a g r á f i c a equ iva l en te 
cuyas coordenadas san de magnitud en d e c i b e l e s contra e l ángulo de 
f a s e . La f i g . 9—69 i l u s t r a el p roced imiento usado . Se leccionando un 
punto en un c i r c u l o de rl constante en e l p l a n o G( jco ) , e l punto c o r r e s -
pondiente en e l piano de magnitudes con r e s p e c t o a l ángulo de f a s e , se 
puede determinar t razando un vector d i r e c t a m e n t e desde e l o r igen del 
plano Gíjco; . hasta e l punto considerado en e l c i r c u l o de rl constante . 
La l ong i tud de l v e c t c en dec íde les y e l á n g u l o de f a s e en grados nos 
dan la ub i cac ión del punto c o r r e s p o n d e n t e en e l plano de magnitud 
r e soec to al ángulo de f a s e . 
En la f i g fc9 se i l u s t r a el p roceso de l o c a l i z a c i ó n de t r e s 
puntos a r b i t r a r i o s corrspondientes a l o s l u g a r e s geométr icos de M 
constante en e l plano magnitud con r e s p e c t o al ángu lo . El punto 
c r i t i c o i - l . j O ) en e j plano G( ;w) c o r r e s p o n d e a l punto con cero dec i — 
b e l e s v - i 81"' en el plano de magnitudes con r e s p e c t o a la f a s e . 
Fase 
(b) 
n o . 9 -69 . (a i C i r cu i o s de M constante en e l olano 
( b ) S r a f i c a de N icho l s en coordenadas de magnitud 
en d e c i b e l e s contra f a s e ( á n g u l o ) . 
Usando e s te mismo procedimiento también es p o s i b l e transformar los 
lugares geométricos de N constante a l p lano de magnitudes en d e c i b e l e s 
con respecto a l ángulo de f a s e . N i c h o l s fué e l Drimero en t r a z a r es tos 
luoares geométricos de M y N constantes en coordenadas de magnitud y 
f a s e y e s t a s g r á f i c a s rec iben e l nombre de "Ca r tas de N i c h o l s " . 
En la f i g . 9-70 se representan l o s lugares geométr icos de M cons— 
tante . oara ángulos de f a s e desde —180 hasta O . 
En la f i a . 9 - 7 1 se representa l a Carta de Nicho1s para ángulos de 
f a s e ent re u y —240 . Es importante hacer notar aue e l punto c r í t i c o 
( - 1 ,.i0) . corresponde en e l diagrama de N icho l s a l punto (OdB, —180 ) . 
Las Cartas de N icho ls contienen curvas de magnitud de lazo cer rado v 
ánaulo de l a s e constantes . El d i señador puede determinar g rá f icamente 
el maraen de f a s e , e l margen de gananc ia . la magnitud del p ico de 
resonanc ia , la f r ecuenc i a del p ico de resonancia y e l ancho de banda 
del s istema de lazo ce r rado , a p a r t i r del diagrama de lazo a b i e r t o del 
1uaar G ( j u ) . 
F i e . 9—70.— Lugares Geométr icos de M c o n s t a n t e , para ángu los de 
tase desde -180° hasta 0o. 
/CH 
F IO . 9 - 7 i . - Carta de U i c h o l s . 
El Diagrama de N i c h o l s es s imé t r i co con r e spec to a l e j e de - 18o . 
Loa l u g a r e s de M y N se rep i ten cada 36u . y hay s i m e t r í a cada 
i n t e r v a l o de 180°. Los l uga r e s de 1*1 es tán cent rados a l r e d e d o r de l 
punto c r i t i c o (OdB. —ISO ) . La Carta de N i cho l s o Diagrama de N i c h o l s 
es muy ú t i l para determinar la r e spues ta en f r e c u e n c i a de l a zo c e r r ado 
a p a r t i r de la r e spues ta en f r e c u e n c i a de l azo a b i e r t o . S i l a curva de 
r e spues t a en f r e cuenc i a de lazo a b i e r t o se sobrepone a l diagrama de 
N i c h o l s . l a s i n t e r s e c c i o n e s de la curva de r e spues t a en f r e c u e n c i a de 
l a zo a b i e r t o G( jw ) con l o s l uga res de ti y N nos darán l o s v a l o e s de l a 
magnitud de M y del ángu lo de f a s e de l a r e spues ta de l a z o c e r r ado en 
cada punto de - f recuencia . 
Como e jemplo de a p l i c a c i ó n se c o n s i d e r a r á un s i s tema de con t r o l 
con r e t r oa l imentac i ón u n i t a r i a con l a s i g u i e n t e func ión de t r a n s f e r e n -
c i a de l a zo a b i e r t o : 
G(jtú) = K s ( s + 1 ) ( O . 5 s + i ) K = 1 
Para ha1 la r l a r e spues t a en f r e c u e n c i a de l a zo c e r r ado u t i l i z a n d o 
e l diagrama de N i c h o l s , s e t r a za e l d iagrama de G( j io ) en coordenadas 
de magnitud y ángulo de f a s e . En la f i g . 9—72 ( a ) se muestra e l d i a g r a 
ma de G ( j w ) sobrepuesto a un diagrama de N i c h o l s . Las cu rvas de l a 
r e spues ta en f r e c u e n c i a de l azo c e r r ado se pueden c o n s t r u i r leyendo 
l a s magnitudes y l o s ángu los de f a s e en v a r i o s puntos de f r e c u e n c i a . 
Es tas magnitudes y ángu los se representan en l a f i g . 9—72 ( b ) en forma 
de Diagramas de Bode. Como e l contorno de magnitud más grande tocado 
por e l l u g a r G(jto) es 5 dB, l a magnitud de l p i co de r e sonanc ia Mr es 
i gua l a 5 d e c i b e l e s . La f r e c u e n c i a del p i co de resonanc ia 
co r r e spond i en te es de 0 . 8 rad/seg . 10 
-s 
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F i g . 9 -72 . ( a ) G r á f i c a de G(jcú) sobrepues ta a un diagrama de Nicho 1< 
( b ) G r á f i c a de l a r e spues ta en f r e c u e n c i a de l azo c e r r a d o . 
El Dunto de c ruce de f a s e es e l punto en e l que e l diagrama de 
6( . iu) c o r t a a l e j e de - 1 8 0 ° . en e s t e c a s o co = 1.4 r a d / s e a . y e l punto 
de c ruce de gananc ia e s e l punto donde e l l u g a r i n t e r s e c t a a l e j e de O 
d e c i b e l e s . en e s t e caso w = 0 .76 r a d / s e g . E l margen de f a s e es l a 
d i s t a n c i a h o r i z o n t a l medida en a rados e n t r e e l punto de c ruce de 
gananc ia y e l punto c r i t i c o (O dB, —180 ) . El margen de gananc ia es l a 
d i s t a n c i a en d e c í d e l e s en t r e e l punto d e c ruce de f a s e y e l punto 
c r í t i c o . 
El ancho de banda del s i s tema de l a z o c e r r a d o se puede h a l l a r 
f á c i l m e n t e a p a r t i r de l a g r á f i c a de G( ju>) en e l d iagrama de N i c h D l s . 
La f r e c u e n c i a en l a i n t e r s e c c i ó n de l l u g a r de G(jto) y e l l uga r de 
h — -3 dB nos dá el ancho de banda. 
Si se v a r i a la gananc ia de l a zo a b i e r t o K, l a forma de l l u g a r de 
G( j u>) en e l diagrama de l l oga r i tmo de 1 a magnitud en func ión de l a 
f a s e , permanece i n a l t e r a d a , pero s e d e s p l a z a hac i a a r r i b a ( p a r a K c r e -
c i e n t e ) o hac i a a b a j o ( pa ra K d e c r e c i e n t e ) a l o l a r g o de l e j e 
v e r t i c a l . Por l o t an to e l l u g a r S(j<o) c o r t a a l o s l u g a r e s de M y N en 
forma d i f e r e n t e , dando l u g a r a una c u r v a de r e spues t a en f r e c u e n c i a 
d i f e r e n t e . P a r a un v a l o r pequeño de l a g a n a n c i a K, e l l uga r G(jto) no 
ha de s e r t angente a ninguno de l o s l u g a r e s M, l o cua l s i g n i f i c a que 
no hay r e sonanc i a en l a r e spues ta en f r e c u e n c i a de l a z o c e r r a d o . 
9 -10-1 .— Respuesta en f r e c u e n c i a para s i s t e m a s de c o n t r o l con r e t r o -
a l imentac i ón no u n i t a r i a . 
Todo e l a n á l i s i s de l a secc ión p r eceden te se ha l im i tado a 
s i s temas de c o n t r o l de l a zo c e r r ado con r e t r o a l i m e n t a c i ó n u n i t a r i a . 
LOS l u g a r e s de M y N cons tante y e l d i a g r ama de N i c h o l s se pueden 
a p i i c a r a un s i s t ema de con t ro l con r e t r o a l i m e n t a c i ó n no u n i t a r i a , 
para l o cua l s e r e q u i e r e hacer una pequeña m o d i f i c a c i ó n . 
S i e l s i s t ema de l a z o ce r r ado t i e n e una f unc i ón de r e t r o a l i m e n t a -
c ión H ( s ) no u n i t a r i a , l a func ión de t r a n s f e r e n c i a de l a z o c e r r ado se 
puede e s c r i b i r como: 
C t s ) _ G< s ) 
R ( s ) 1 + G ( s ) H ( s ) 
donde G ( s ) es l a f unc i ón de t r a n s f e r e n c i a d i r e c t a y H ( s ) es l a func ión 
de t r a n s f e r e n c i a de r e t r o a l imentac ión . La f unc i ón C(jco)/R(jo>) se puede 
e s c r i b i r en l a s i g u i e n t e formas 
C i j a ) _ 1 G ( j ¿o) H ( j CJ) 
R(jco) H ( j w ) i + G ( j w ) H ( j w ) 
hac iendo Gi(jo>) = G ( j o>) H ( j u>) , l a f u n c i ó n de t r an s f e r e n c i a se puede 
r e p r e s e n t a r como: 
C( jto) 1 Gi (ju>) 
R<_iu>) H(jto) 1 + 6 i ( j w ) 
E1 va l o r de GI(jci>) s e puede obtener f ac 11 men te t razando e l d i agrama de 
G J ( J C O ) en e l d iagrama de N i cho l s y l eyendo l o s v a l o r e s de M y N en d i -
f e r e n t e s puntos de f r e c u e n c i a s . 
Li' r e soues ta en f r e cucnc i a de l azo ce r r ado C í j ) / R ( j 101 se puede 
obtener mu l t i p l i cando (u>) / i + b i ( j w ) J oor 1/H(.iw) . Esta m u l t i p l i c a 
c j on se puede r e a l i z a r con mucha f a c i l i d a d s i se t razan los diagramas 
de yode de 61 ( j u>) / [ 1 •+• t»i(.iu>)]v H|jw) v luego se r e s t a g r á f i c amente 
la magnitud de H(ja>; de la de üi ( jeo)/f 1 + Gi ( j io )J v también se r e s t a 
del mismo modo e l ángulo de f a s e de H(jco) del de G i ( j c o ) / [ l + Gx(.iw)] . 
Las curvas del logar i tmo de la magnitud v e l ángu lo de f a s e r e s u l t a n -
tes nos darán la respuesta en f r e c u e n c i a de l azo c e r r ado C(ju>)/R(jco) . 
9 - l u - 2 . - A j u s tes de la Ganancia . 
En c a s i todos l o s s is temas de con t r o l ya se ha puesto de m a n i f i e s -
to la gran i n f l u e n c i a que t i ene e l v a l o r de la gananc ia (K) en la e s -
t a b i l i d a d de l o s s i s t emas . Un v a l o r e l evado de K, Duede o c a s i o n a r que 
la r e spues ta tenga o s c i l a c i o n e s con v a l o r e s máximos e x c e s i v o s . Por l o 
a n t e r i o r . uno de l o s primeros pasos en e l d i seño de un s istema e s t r a -
t a r oe a j u s t a r K a c i e r t o s v a l o r e s que ga r an t i c en un funcionamiento 
adecuado. Este a j u s t é de la gananc ia . s e puede basa r en un v a l o r máx i -
mo e s p e c i f i c a d o de l a r e l a c i ó n de ampl i tud Mr, oara l o c u a l , l o s l u g a -
r e s de fi constante proporcionan una t é cn i c a conven iente . 
En la f i g . 9-73 se ha t razado un c í r c u l o M cons t an te . con cent ro 2 2 2 en e l punto -M / (M - 1) y con un r a d i o M/(M - i ) . La l i n ea t a n — 
gente a l c í r c u l o OP. aue se ha t r a zado desde e l o r i g e n t i e n e un ángulo 
>/' . cuyo v a l o r se puede c a l c u l a r como s i g u e : 
M 
Sen y = 
de donde y = Sen 1 1 
M 2 - 1 -1 
M2 " 
M2— i 
M 
Se probará geométricamente que l a l í n e a t r a zada desde e l punto P. 
p e r p e n d i c u l a r a l e j e r e a l nega t i vo , c o r t a e s t e e j e en e l punto - 1 + j O . 
F i a . 9—73. C í r c u l o de M cons tante 
1 ornando como base la f i o . 9 - 7 3 . l a d i s t a n c i a OP s e puede c a l c u l a r 
ap l i cando e l teorema de p i t á go r a s a l t r i á n g u l o OPC, s i e n d o OP un l ado : 
OP = / o c 2 - CP2 = - [ - * - ] 2 = 
M" —1 ' (M*" — 1 ) 2 ( M 2 - ! ) 2 
0 P = , M4-M2 _ / M 2 ( M 2 - 1 ) / M2 M 
( h 2 - l ) 2 r ( M 2 - l ) 2 y M 2 - l -|/M2-1 
1 oP 1 oor o t ro lado Sen y = —rr~ = • de donde qP — —-•— GP n Ur n 
subs t i tuyendo e l v a l o r de OP se encuentra que l a d i s t a n c i a qP e s : 
1 M _ 1 
q = M / ^ - I = / " ^ T 
l a d i s t a n c i a Oq es un lado d e l ' t r i á n g u l o OPq, de donde Oa es i gua l a : 
Oa = / OP^aP 2 = / ü ! i - = / S I L = / T - 1 
y M 2 - I M 2 - I m 2 - I 
con l o cual se demuestra que e l punto q t i ene coordenadas ( — l , j O ) . 
Supongamos que se t i e n e un s istema de c o n t r o l , cuya función de 
t r a n s f e r e n c i a en l azo a b i e r t o e s : 
. , Kp (1+jcoTi) (1+jwTz ) 
B(JÜ>) - —- — 
( j o > ) n ( l + j w T a ) (1+jwTb) 
en donde K* es l a ganancia de l s i s tema. 
Tomando como r e f e r e n c i a l a f i g . 9 -74 , a cont inuac ión se resume en 
s e i s pasos e l procedimiento de a j u s t e de K*, para t e n e r un v a l o r d e s e -
ado de Mr. 
1 . - Se g r a f i c a l a función de t r a n s f e r e n c i a de l a zo a b i e r t o normal i zada 
S i ( j w ) = G( jü>)/K' . 
2.— Se t r aza desde e l o r i gen una l í n ea rec ta que forme un ángulo 
V = Sen"1 ( l/M) con e l e j e r e a l nega t i vo . 
3.— Determine g rá f i camente un c í r c u l o que tenga su c e n t r o en e l e j e 
r e a l nega t i vo y que sea tangente tanto a l a g r á f i c a Gi(jo>) como a 
la r ec t a OP t razada desde e l o r i g e n . 
4 . - Desde e l punto de tangenc ia con l a r ec t a OP. se t r a z a una l i n ea 
pe rpend icu l a r a l e j e r e a l . Para que e l c í r c u l o t r a z a d o co r r e spon -
d i e r a a l Mr deseado, e l punto " q " . en donde la l í n e a co r t a a l e j e 
d e b e r ! a se r el punto ( - 1 . j 0 ) . 
1 
X» |/k 
Rt 
\ Mr ^^ é 
/ Q(i"0 
Ki 
F i o . 9 -74 . Proced imiento de a j u s t é de K* 
5 . -
6 . -
La condic ión a n t e r i o r s e cumple, s i l a func ión s e a f e c t a por un 
v a l o r de ganancia K que sea prec isamente e l i n v e r s o del v a l o r del 
punto, en donde o r i g i n a l m e n t e s e t i e n e e l c o r t e de l e j e r e a l . 
Por ü l t imo, se a j u s t a l a gananc ia o r i g i n a l K" , mu l t i p l i c ándo l a poi 
un f a c t o r A = K/K*. El v a l o r de "A" es l a cant idad de l a ganancia 
que se debe aumentar o d i s m i n u i r , para cumpl i r con l a condición 
del v a l o r máximo de Mr que se ha e s t a b l e c i d o . 
Con e l p ropós i t o de a p l i c a r e l procedimiento a n t e r i o r , se r e so lve -
rán a cont inuac ión dos e j emplos de a j u s t é de l a g ananc i a . 
Ejemplo 1 . - S e t i e n e un s i s tema de con t ro l cuya func ión de t rans fe ren -
c í a de l a s o a b i e r t o e s : 
S(jco) = 1.05 jtú( j w + 1) 
de t a l manera que la ganancia K*= 1.05 
Determinar e l v a l o r de K, para que e l v a l o r de Mr = 1.26 
En l a f i g . 9—75 se puede ob se r va r l a g r á f i c a p o l a r de l a función de 
t r a n s f e r e n c i a normal izada de l a zo a b i e r t o Gi( jto) = G( jo j )/K ' . Si e l v a -
l o r de Mr = 1 .26 , e l ángu lo y t r azado por una r e c t a desde e l or igen es 
V - Sen - i 1.26 = 52.5: 
Con l a r ec t a a 52.52°y l a g r á f i c a p o l a r se puede t r a z a r e l c i r c u l o M 
con cent ro en e l e j e r e a l nega t i vo que sea tangente a l a g r á f i c a p o l a r 
y a 1 a r e c t a OP. Desde e l punto P se t r a z a una 1inea pe rpend icu la r a l 
e j e r e a l nega t i vo , que c o r t a en e s t e caso e l e j e r e a l en e l punto 0.88 
de ta 1 manera que e l v a l o r de la gananc ia v i ene dado po r : 
K = 0 . 8 8 = 1.13 
Fiq . 9-75. - Gráfica del ejemplo 1. 
Por l o t anto l a gananc ia o r i g i n a l K * = 1 . 05 debe muí t i p l i c a r s e por 
e l f a c t o r , . _ 
para que e l s i s tema s a t i s f a g a l a c o n d i c i ó n p l a n t e a d a . 
E jemplo 2.— Si se t i e n e un s istema de c o n t r o l con r e t r oa l imentac i ón 
u n i t a r i a y cuya func ión de t r a n s f e r e n c i a de l a z o a b i e r t o es 
G ( j u ) = j co( i •*• j 00) 
de te rminar e l v a l o r de l a ganancia K de modo que Mr — 1 - 4 . 
En primer l uga r s e debe de t r a z a r e l d iagrama p o l a r para la 
func ión 
G(jw) 1 
K j w ( l ju>) 
En la f i g . 9—76 s e hacen l o s t r a zo s p a r a l a g r á f i c a p o l a r . El v a l o r 
del ángu lo y se puede c a l c u l a r con l a f ó r m u l a : 
Im 
F i g . 9—76. Determinación de l a gananc ia K u t i l i z a n d o un c i r c u l o M. 
yj — Sen - i 1 M; ~ Sen 
- i 
1.4 = 45.6 
El s i g u i e n t e paso es t r a z a r l a l i n e a OP que forma un ángu lo y — 45.6 
con e l e j e r e a l n e g a t i v o . Se t r a z a luego e l c i r c u l o tangente tanto a l 
diagrama G ( j w ) / K , como a la l í n e a OP. Se determina e l punto P,donde 
e l c í r c u l o es tangente a l a i í n e a de 4 5 . 6 o . La 1ínea pe rpend icu l a r 
t r azada desde e l punto P c o r t a a l e j e r e a l nega t i vo en (—0 .63 ,0 ) . Por 
l o t anto l a ganancia K de l s i s tema s e determina como s i g u e : 
K = 0.63 = 1.58 
El e j emplo a n t e r i o r también s e puede r e s o l v e r f á c i l m e n t e u t i l i z a n -
do un diagrama de N i c h o l s . En s egu ida se e x p l i c a e l proced imiento . 
La f i g . 9-77 muestra e l l u ga r de Mr = 1.4 y e l l u ga r G(jo>)/K. El 
m o d i f i c a r l a ganancia no t i e n e e f e c t o en e l ángu lo de f a s e , pero s i 
d e s p l a z a v e r t i c a l m e n t e l a curva hac ia a r r i b a para v a l o r e s de K mayores 
que 1 y hac ia a b a j o para v a l o r e s de K menores que 1. En l a f i g 9-77 se 
debe e l e v a r en 4 d e c i b e l e s e l d iagrama de G(jco)/K para que sea tangen-
te a l l u ga r Mr deseado y que todo e l diagrama G( jo j )/K quede f u e r a de 
la g r á f i c a de Mr= 1 . 4 . La cant idad de v a r i a c i ó n v e r t i c a l del l uga r 
G ( j a>) / K es l a que nos determina l a gananc ia n e c e s a r i a para obtener e l 
v a l o r deseado de Mr. La ecuación l o g a r í t m i c a se expresa en la 
s i g u i e n t e forma: 
20 log K = 4 
de donde K = 1.58 
cuyo r e s u l t a d o es exactamente i g u a l a l que ya se hab ía ob ten ido antes . 
Z5 
F i g _ 9 - 7 7 . Determinación de la ganancia K utilizando 
el diagrama de N i c h o l s . 
CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 
A lo l a r go de todo e s t e t r a b a j o d e s a r r o l l a d o durante cerca de 15 
meses, he t ra tado de s e r l o más e x p l í c i t o p o s i b l e en cada uno -de l o s 
temas t r a t a d o s . En muchos casos se han hecho l a s demostraciones de 
fórmulas v teoremas que en ca s i todos l o s l i b r o s s ó l o son enunciados . 
La. idea ha s i do f a c i 1 i t a r a l máximo l a comprensión para e l e s tud i an te 
común sobre los p r i n c i p i o s fundamentales de l a Teo r i a del Cont ro l . 
La presente T e s i s , cons idero que cumple plenamente con su o b j e t i v o 
de o r i e n t a r a l o s e s tud i an te s en e l e s tud io de l o s s is temas de 
con t r o l , aunque como toda obra e s t a s u j e t a a c r í t i c a s cons t ruc t i v a s 
que con mucho gusto yo aceptaré de pa r t e de mis compañeros maestros o 
alumnos ya que será, una forma de p e r f e c c i o n a r aun más e s t e mater ia l de 
e s tud i o . 
En todos los c a p í t u l o s d e s a r r o l l a d o s he t r a t ado de i r d i rectamente 
a lo más importante de l o s temas, e l iminando todo a q u e l l o que sea 
i r r e l e v a n t e , lo que comunmente conocemos como l a p a j a de un l i b r o . 
Les recomiendo a todos l o s e s tud i an t e s que lean e s t e t r a b a j o como 
a l go que seguramente l e s ayudará a entender l a Teo r i a del c o n t r o l , p e r o 
es ta obra de ninguna manera es l i m i t a t i v a : por l o que l o s exhorto a 
l e e r además o t ros l i b r o s que yo personalmente l e s recomiendo como 
l i b r o s de texto y de consu l ta en cada uno de l o s cursos que imparto. 
Siempre es recomendable tener a l a mano d i f e r e n t e s op in iones de v a r i o s 
autores sobre la mater ia , lo cual da como r e s u l t a d o un enr iquec imiento 
de nuest ros conocimientos.De hecho en la b i b l i o g r a f í a que se menciona 
a cont inuación se t i ene la información sobre l i b r o s recomendados. 
Todos e s t o s l i b r o s l o s he ido adqu i r i endo poco a poco a l o l a r g o de 
v a r i o s años, const i tuyen una pequeña b i b l i o t e c a e s p e c i a l i z a d a y d e f i — 
n i t ivamente ' son l a base que me ha s e r v i d o para impa r t i r l a cá ted ra 
sobre l a Teor ía del Cont ro l . 
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vvV1 donile </• = c«tu 1 1 / 
I1 
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'(<) 
1 IHK itili de 1 K ill] ><> /<<> 
1 + ai 
J:(1 + 7 s) /H ( « - 7")<l - P ' < " ) 
s2 + 2£w„J + ul 
W2 , -
/ — r !"*'sin(«„vl i ' i •*•<>) 
V 1 - I 
donde <t> - un ' — 
s 
S 2 + cj2 TOI u„ 1 
s 1 
1 SCl ut 
2 un 
s 1 
,-{COSu'„,i COS W„,f) 
<2 -
s -1 1 — / / r 
(I + rj)(j2 + O)„J) ( 1 + T UL ) Y'1 + 7" :U.2 
donde <> ™ tan"'(.»„F 
1 + as + bs2 h — aT, i T.1 . , t . T* » « ' ' - r/r 
j2(i + r,i)(i + T2S) 1
 1 'l 'j) 1 _ f 
'l '2 
FT - A 7"} + 7',2 
r, - r, 
<02(1 + «î 4 /)tJ) 
J ( I 2 + 2FW„J + U 2 ) 
^ / ( 1 - AF<JN - bul + + - F 2 ) ( J - :/'{u„)2 
1 V I-Îj 
Xf ,"-'scn(w„/l - f21 4 «) 
donde 
. "n\/> - ÎJ(ô - 2/'iwJ , / i - } ' 
D> — tan"' : - tau 1 J 
fcw„(2F2 - 1) + 1 - - I 
j2 
+ 
1 
(scnu.i 4 «„ / coi / ) 2io„ 
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A p é n d i c e 
S o l u c i ó n 
d e c o n a c i o n e s 
En l a Teo r í a del cont ro l muv f recuentemente e s n e c e s a r i o c a l c u l a r 
l as r a i c e s de una ecuación o f a c t o r i z a r un po l i nomio . A cont inuac ión 
se e s tud i a r án a lgunos procedimientos para l a s o l u c i ó n de ecuac iones . 
Consideremos la ecuación genera l 
anp a n - i p n - 1 aip + a© = O ( B - l ) 
en la cua l l o s c o e f i c i e n t e s an. an-i. e tc son números r e a l e s . El c o e -
f i c i e n t e de p puede hacer u n i t a r i o por d i v i s i ó n : 
an 
n - i a i 
a " P 
= o 
a n 
que también se puede r ep r e s en t a r en l a s i g u i e n t e fo rma 
n - l D + bn-lp + bip + bo = t» ( B—2 ) 
1 . -
E 
4 . -
Se pueden hacer v a r i a s obse rvac iones en la e cuac ión B -2 : 
El' número de r a i c e s es i gua l a l grado "n" de l a e cuac i ón . 
Las r a i c e s pueden s e r r e a l e s o comp l e j a s . Sin embargo l a s r a i c e s 
comple jas ocurren en p a r e s . Esto s i g n i f i c a que s i n es impar, debe 
haber por l o menos una r a i z r e a l . 
x i s ten v a r i o s métodos para encontra r l a s r a i c e s . S i -la ecuación 
es de primero o segundo orden, l a s o l u c i ó n es r e l a t i v a m e n t e muy 
s e n c i l l a , pero s i l a ecuación es de t e r c e r orden o mayor, e l p r o -
blema se compl ica . 
E x i s t e un método muv u t i l i z a d o para r e s o l v e r s i s t e m a s de t e r c e r 
orden o mayor, ap l i c ando l a d i v i s i ó n s i n t é t i c a . A cont inuac ión se 
i l u s t r a r á e l método por medio de un e j emp lo . 
Se desea c a l c u l a r l a s r a i c e s de l a s i g u i e n t e e c u a c i ó n : 
f ( p ) = p 3 + 5p2+ l i p + 15 = 0 
El primer paso es suponer una r a i z r e a l , por e j e m p l o , - 1 (por s e n c i -
l l e z se escoge un e n t e r o ) . Despues s e e s c r i b e n l o s c o e f i c i e n t e s de l a 
ecuac ión . Los pasos son l o s s i g u i e n t e s : m u l t i p l i c a r e l P ^ i m e r . * 
c í e n t e por - 1 , se suma e l r e s u l t a d o a l segundo c o e f i c l e n te ,mul t i p l i c a r 
l a suma por - 1 y sumarse la a l t e r c e r c o e f i c i e n t e y a s i suces ivamente . 
+5 
- 1 
+4 
+ 11 
- 4 
+ 7 
+ 15 
- 7 
- 1 
ü valor OF ' | - J | es b: w r lo tanto no es uno ra ir de la 
ecuación. Ln se prueba con otro vslnr, por ej emplo -4. 
+ 5 
~ 1 
+ 11 
~ 4 
+ lb 
- 2 8 
-»i + 7 - 1 3 
- 4 
Por lo tanto r i -4 ) = -13; i o que nos d ice que e 1 4 no solamente no es 
raíz. sino oue el cambio de signo [recordar que f ( - 1) = +8] indica la 
presencia de una raíz entre - 1 s' —4. Probaremos ahora con -3 . 
1 + 5 + 11 
-
+ 15 
- 1 5 
u 
Ei valor de ft — 3) es cero y por lo tanto —3 es una raíz. Una vez que 
se encuentra una raíz por medio de l a división sintética, la solución 
completa se obtiene fácilmente. La d iv is ión de f (p J por el factor 
+5, aplicando l a fórmula general de segundo 
iiguien tes val ores p = - 1 ± j 2. Por lo oue se 
i raices son r-t = —3 , rz = - 1 +.i2 y rs = - 1 - j 2 . 
( P + 3 ' « nosda p~ +2p 
g-ado obtenemos ios 
conc 1 uve oue 1 as tr< 
Existe otro método para resolver ecuaciones en las cuales "n" es 
par y ma vo" oue 2 v se c onoze como e I Método de Lin. El método consis-
te en realizar repetidas o i v i E i o n e s entre factores cuadrAticos supues-
tos nasta oue el residuo es suficientemente pequeño. En esta forma un 
polinomio puede factorizarse en factores cuadráticas. de los cuales 
-rscilmerte se pueden obtener las ra ices de la ecuación, Ei Método de 
se ilustre- a continua:lór con ¡jp ejemplo. Supongamos que se desea 
ODte~iev~ las raices de la siguiente ecuación: 
f { p) = p 6p" i e p ' 30 p 2 5 = C) 
Primeramente se divide el polinomio completo entre un -factor cua-
drático supuesto en un intento por expresar f(p) como ei producto de 
•os factores cuadráticos. Se u t i l i z a n los últimos tres términos de 
ftp; para obtener el primer divisor de prueba. 
18p 30p = P 
30 
l i P 18 = P 1.7p 
1.4 
La división nos da el siguiente resultados 
+ i . 7 p + 1.4 
+ 4 . 3 p + 9 . 
o4 + 6-Op3 + 18.Op2 + oO.Op + 25.0 
p* + l .7o 9 " 1.4o 
3 2 
4 . 3 p + 1 6 . 6 p 
4 . 3 p 3 + 7 . 3 p2 
30.0p 
6 . Op 
9.3p2 + 24. Op+ 25.0 
9.3pZ + 15.8p + 13.0 
8 , !p + 12.'í 
ti residuo es algo grande v oor lo tanto se obtiene un segundo 
divisor de Drueba a partir de la expresión encerrada en paréntesis en 
ei paso anterior. Este es 
2 24.0 25.0 2 o + - - - - D + - - - - = p + 2 . 6 o + 2 . 7 
La d i v i s i ó n con es te f a c t o r supuesto produce un res iduo 3.9p+7.4 , 
aue es más pequeRo que e l res iduo a n t e r i o r . El proceso puede 
continuarse usando un te rcer d i v i s o r de prueba que se determina de la 
misma manera. E1 res iduo es entonces 2 .8 + 5 .2 . Después de ocho 
tanteos . e l res iduo es —O.12p-0.10,que ya es bastante pequeño. De 
acuerdo con el procedimiento a n t e r i o r . los f a c t o r e s r e su l t antes son: 
(p2 + 4.01p + 4 . 9 8 ) ( p 2 + 1.99p + 5.041 
aue se aproxima a los va l o re s r ea l e s de l o s f a c t o r e s 
(p2 + 4o + 5 ) ( p 2 + 2p + 5) 
las r a i ce s de cada trinomio se pueden obtener ap l icando la fórmula 
general de seoundo orden con lo aue se termina de f a c t o r i s a r toda la 
expresión completa. 
Larta de Nichols 
TADLA PARA LA CONVERSIÓN OF. DKCIUCLES ( M = 20 logi., M) 
M 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
n i ni = - 4 1 ) 0(1 - 3 3 9K - 1(1 .10 27 <X. - 2 í . 0 2 - 24 4-1 - 2 3 10 - 2 1 94 - 2 0 . 9 2 
11 1 - 2i) mi - 19 17 - 18 42 - P 72 - 17.1)8 - 1(> 48 - 1 5 92 - 15 34 - 14 89 - 14.42 
o : - n 98 - 1 3 56 - 1 3 15 - 12 77 - 12 40 - 12 04 - 1 1 70 - 11 37 - 1 l 06 - 1 0 . 7 5 
i) - III 46 - 1 0 17 - 9 . W 63 - 9 . 3 7 - 9 . 1 2 - K t>7 - 8 64 - 8 40 - 8 . 1 8 
U 4 - 7 . 9 o - 7 . 7 4 - 7 . 5 4 - 7 . 3 3 - 7 . 1 3 - 6 94 - 6 74 - 6 . 5 6 - 6 . 3 8 - 6 . 2 0 
l) 5 - 6 . 0 2 - 5 . 8 5 - 5 68 - 5 51 - 5 . 3 5 - 5 19 - 5 . 0 4 - 4 88 - 4 73 - 4 . 5 8 
Oh - 4 44 - 4 . 2 9 - 4 . 1 5 - 4 01 - 3 88 - 3 74 - 3 . 6 1 - 3 48 - 3 . 3 5 - 3 . 2 2 
t) 7 - 3 10 - 2 97 - 2 . 8 5 - 2 . 7 3 - 2 . 6 2 - 2 50 - .2 38 - 2 . 2 7 - 2 . 1 6 - 2 . 0 5 
0 8 - 1 .94 - 1 83 - 1.72 - 1 62 - 1 . 5 1 - 1 41 - i 31 - 1 21 - 1 . 1 1 - 1 01 
1)9 - 0 92 - 0 82 - 0 72 - 0 (>3 - 0 . 5 4 - 0 4 5 - 0 . 3 S - 0 . 2 6 
- 0 18 - 0 . U 9 
10 
I | 
0 00 0 .09 0 17 0 26 0 34 0 42 0 51 (l S«> 0.67 0 75 
0 83 0 91 0 .98 1 06 1.14 i . 21 1.29 1.36 1-44 1.51 
1.2 1.58 1 66 1 73 1.80 1 87 
l 94 2 0 1 2.08 2.14 2.21 
1.3 2.28 2.35 2 41 2 48 2.54 
2 61 2 67 2.73 2.80 2.86 
1 4 2.92 2.98 3.U5 3.11 3.17 
3.23 3.29 3.35 3.41 i 46 
1 3 3 52 3.58 3 64 3.69 3.75 3.81 3.86 3.92 3.97 4.03 
1 (> 4 1)8 4 .14 4 . 1 9 4.24 4.30 4 . 3 5 
4 40 4 45 4.51 4 M 
1 7 4 61 4 . 66 4.71 4 7o 4 81 4 86 4.91 4 96 5.01 5.06 
1 8 5.11 5 . : s 5.20 5.25 5 30 5.34 5 39 5 44 5.48 5.53 
l 9 5.58 5.62 5.67 5 71 5.76 
5 .80 5 85 5.89 5.93 5.98 
2, 6 02 6 44 6 85 7.23 7 60 7 .96 8.3C 
8.63 8.94 9.25 
3 9 54 9.83 10.10 10.37 10.63 10 88 1 13 
I I 16 11.60 1 1.82 
4 12 04 12.26 12.46 12 67 12 87 1 3 06 13.26 13 44 
13 62 13.80 
5. 13.9« 14.15 14.32 14 49 14 65 
14 81 14.9b 15.12 15.27 15.42 
6. 15. 56 |'5.71 15 85 l <¡ 99 16.12 
16.26 16.39 16 52 16 6S 16 78 
7 16 90 17 03 17.15 17.27 17.38 17 MI 
17 62 17 7 i 17.84 17.95 
8. 18 06 18.17 18.28 18.38 
18.49 18 59 18 69 18 79 18.89 18.99 
9. 19.08 19.18 19.28 19.37 
19.46 19 55 19.65 19 74 19.82 19.91 
0 1 2 3 4 
S 6 7 8 9 
A p é n d i c e i J 
T A B L A DE 1 + / W = A / 6O 
U)T .-1 tf U! A 0° o> r .1 li-
0 (15 1.00 2 9 2.30 2 51 66 5 6.1 6 IX so 7 
0 ID 1 00 s.7 2 35 2 55 66 9 <> 2 6 2X XI) X 
0 15 1 01 8 5 2 40 2 60 67 4 6.3 | 6 IX XI 0 
0 20 l 02 11 3 245 2.65 67.X 6 -I 6 4X XI.i 
0 25 1 03 14 0 2.50 2.69 68 2 6..1 6 58 XI.3 
0 .10 1.04 16.7 2.55 2.74 6X Í> 6.6 6 6X XI 4 
0 JS 1 06 19.3 2 <<0 2 79 69 0 (. 7 6 77 XI 5 
0 10 1 US 21 X 2 6S 2 HL 1.9 6 X <. X7 XI 6 
(I 45 1 10 24 2 2 70 2 XX (.9 7 (> 9 6 '»7 XI X 
0.50 1.12 2o.6 2.75 2.93 70.0 7 U 7 07 81 9 
0.55 1.14 2S s 2 »0 2 97 70 3 7 1 7 17 X2 0 
0 60 1 17 31 o 2 85 3 02 7(1 7 7.2 7.27 x2 1 
0 65 1 19 33 0 2.90 3.07 71.0 7.3 7.37 82.2 
0 70 l 22 35 0 2 95 3.11 71.3 7 4 7 47 8 2.3 
0 75 1.25 3o 9 3.00 3.16 71.6 7.5 7.57 82 4 
0.80 1 28 38 7 3.1 3.26 72 1 7.6 7 (.7 82.5 
0 85 1.31 40 4 3.2 3.35 72 6 7 7 7 7(> X2 6 
0 <;i¡ 1 35 42 0 3 3 3 45 73 1 7 8 7 X6 82 7 
0.95 .1 3X •13.5 34 3.54 73 6 7 9 7 96 82 X 
1.00 1.41 45.0 3.5 3.64 74.1 8 0 8 06 82 9 
1.05 1.45 46 4 3.6 3.74 74.5 b. l X 16 83 0 
1 10 1.49 47 7 3.7 3.83 74 9 8 2 X 26 83 0 
1 15 i.52 49 0 3.X 3.93 75.3 X.3 8 1<> 83.1 
1.20 l 56 50.2 39 4.03 75 (i K 4 X 46 X3 2 
1.25 1.60 51.3 4 0 4 .12 76 0 8 5 8 56 83 3 
1 JO ! .64 52 4 4 1 4.22 76.3 X 6 X 66 XI 4 
1 35 1.6» 51.5 4.2 4.32 76 6 X 7 X 76 4 
1 40 1.72 54.5 4.3 4.41 76 9 X X K K6 XI 5 
1 45 
1.50 
1 76 55 4 4.4 4 51 77.2 X 9 X 96 81 6 
1 .NO 56.3 4.5 4.61 77.5 9 0 9.06 X3.7 
1 55 I.X4 57 2 4 6 4.71 77.7 9 1 9 15 XI 7 
1 (iO 1 89 5X 0 4.7 4 XI 7K 0 9 2 Kl X 
1.65 
1.70 
1.75 
1 93 
1.97 
5X X 
5V.5 
4.8 
4.9 
4 90 
5.00 
78.2 
78.5 
9 3 
9 4 
9 35 
9 45 
81 9 
X3 9 
2.02 60.3 5.0 5.10 78.7 9.5 9 55 84 0 
SO 2 06 60 9 5 1 5.20 78 9 9 6 9 6 * 84 1 
85 
91) 
2 10 
2.15 
61 6 
62.2 
5.2 
5.3 
5 30 
5 39 
79 1 
79.3 
9 7 
9 X 
9 7<> 
9 85 
X4 1 
84 2 
84 2 
84 3 1 95 2.00 
:.i9 
2.24 
62 V 
63.4 
54 
5.5 
5.49 
5.59 
79.5 
79.7 
9 9 
ICO 
9 95 
10.05 
2.05 
2.10 
2 15 
2 20 
2 25 
2.28 
2.33 
2 37 
242 
2 4 ti 
64.0 
64.5 
65 1 
65 6 
66 0 
5 6 
5 7 
5 X 
5.9 
61) 
5.69 
5 79 
5.89 
5 9X 
6 08 
79 9 
KIJ 0 
XI) 2 
« 0 4 
I 80 5 
12 0 
14 0 
ir. 0 
1X0 
: I M I 
12 04 
1J 1)4 
16 0» 
1 S (11 
20 02 
85 2 
85 9 
8(> J 
86 X 
h7 1 
L'98 
RESPUESTAS A L O S P R O B L E M A S P R O P U E S T O S 
- * 
1 - 1 . - a • Pts>= — z 
s + 16 
b ; r is>= 
2 + 6s + 109 
2 0 - A s 
! " ( S > = 
52 - 4s + 20 
O ) hls>= 
_ - 3 _ . 2 
j - 2 ' ] -2'.'=- — V-..-5 
5. ! -r tC»' = f<C'.> = 
D I f (O í = O f<co = 2 
c ) feo; - O f<c¡> = O 
d ? f<o> - O f<co = 5 
-3. - a) f<t> = e"1 - 3e"10t + 1.89e-tSen 2_64t 
D) f<u = 1 . 56t - l.l7a> + 3.12DtZe~41 + 3. 125te_,lt + 1. i7e"41 
c fa> = 0.OAo - 0.046 CosBt + 0.7 5 SenSr 
-t _ -2t 
-4 . - ¿ , ;:<t) = 5(t> - 6e + -:->e 
t ' zct) = - 4.8 Cos2t - 1 .3 Sen 2t + 36te 1 + 13.8e 1 
A -1 . - L _ 6 i b2 
R 1 - fclHl - &2HI 
D > bi + ü2 . - b i h i 
£-3 . - 6lB2gsS4Pl + G2 53L?*R2 - G1G2&3B4B2R3 1 G3H1 - G1S2G3G4K2H3 
'.-11-21-3 
b 3 -ÍZ + bZrS3 -*- U 1 Ü 2 D 3 H 1 
•33 F 1 " &2^3 ] 
P. 2 1 - 33H2 ir- 2 r: 3 •*• '- 1 b 2 ts 3 1 
• I D 2 6 3 R 1 + & 3 Í 1 + G 2 H 3 1 F' 2 
- G3H2 + B2H3 + B1Ö2G3H1 
4 - 7 
4 . -8 . -
B1GZ&3G4 
[ 1 + 8 1 6 2 H 1 ] [ i + 5304H2] + G2G3H! 
GIG4T G2 + Ga] 
i - G1S4Hi + G1G2B4H2 •*• E163G4H2 
4 - 9 . - R 
S1G2S3 + G164 
1 + G 1 G 2 S 3 - G 1 6 2 H 1 - GzSsHz - G4H2 + GiG4 
1 . - ma> - 20 Ser, & t - ¿ . 2 5 LOS c t + 1.25u> 
= -31 „ . _ -31 
Z. — ma> = te •*. e v . 
3.— = 0. 4a> •*- le Sen + 333 Cos 4t 
4 . - rmt> - 20 t + lcjO<t> 
5. - ma- = 24 Co= 5t 2.4 Sen 5t 
CAPITULO VI PAGINA 163 
-O . 51 - - . . - -O . 51 _ . _ . i , - = i - t Cas y.bsit - d e aen ^.Bsat 
^ __ 5 ;r ; ; ; f. se1- ms^ or ous' : s r c csnor de _**» = 
= . - =: oe E=taDi i acsü en oesoe K = -27. hasta - - 34 42=5 
'• c cu.a" í i c n i T i c s que el sistema siempre es tstabie para 
cus. i cu ie»- valor oe !. positivo. 
sistema es Estable, Estabilidad Relativa se mantiene 
ñas ta aue siama es íausl s —3 * 
CAPÍTULO V I I PAGINA 172 
1 r — ess. = 0 .833 
2 . - ess. = i . i 5 
3 , — esí, = O 
4 . - e2s.s. e s msvc.r que eiss 
^ _7 CO 
1 . ~~ & " ¡.=4 k = Z 
\ \ ^ k=o 
K=4 J to 
f k=0 
Cr 
1 .-tí > 
r=C 
-5 
/ 
k 
k=12 
/ 
k=5 
- l 
; Oi 
G 
l . - e ) 
k=4 k=3 
JW 
k=o 
l . - f ) J w 
k=i. 5 
V x 
k=0 
k=4 
- T 
rv.l 
k=0 
a 
3 0 3 
2. - b ) 
3 . - Kp = 1 -52 

